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一阶逻辑语言独立性证明 

张朝凯 

中山大学南方学院  广州广东 

【摘要】独立性是公理系统的重要性质之一。本文给出一阶逻辑的一个公理系统独立性的证明，其中

大量运用了归纳原理和字符串规则，归纳原理包括数学归纳法和逻辑语言归纳原理等，字符串规则包括自

由出现定义，替换定义以及无冲突地替换定义等，并从语法和语义方面分析了每条公理模式和规则的特征。

本文突出的数学思想方法同样值得研究探讨。 
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First order logical language independence proof 
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【Abstract】Independence is one of the important properties of axiom systems. This paper gives a proof of the 
independence of an axiom system in first-order logic, in which inductive principles and string rules are extensively 
used. Inductive principles include mathematical induction and logical language induction principles, and string 
rules include free occurrence definition, replacement definition and non-conflict replacement definition, etc. The 
characteristics of each axiom pattern and rule are analyzed from syntax and semantics. The mathematical thoughts 
and methods highlighted in this paper are also worth studying and discussing. 
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1 引言 
如果一个公理系统中除去任何一条基本公理模式或规则会使这个公理系统的定理减少，那么就称这个

公理系统具有独立性。独立性对公理系统来说，虽然只是一种锦上添花的要求，但是历史告诉我们，对其

探讨研究具有深远的意义。 
本文引用《数理逻辑：证明及其限度》[1]及 A Mathematical Introduction to Logic Second Edition[2]中所采

用的一阶逻辑公理系统，这两本书中只给出了其可靠性和完全性的证明，并未对其独立性做出详细讨论。

下面给出这个公理系统关于独立性的详细证明，其中对公理模式 1.1，公理模式 1.2 和公理模式 1.3 独立性

的证明参考了文献《关于命题演算公理系统独立性证明的注记》[3]，对公理模式 3 独立性的证明参考了文献

《一个一阶逻辑公理系统独立性的证明》[4]。 
2 术语 
公理模式：指出特定的公理集。 
表达式变量：代表任意符号能指代的内容，默认使用不带下标的符号表示。 
表达式常量：代表具体的内容，默认使用带下标的符号表示。 
表达式序列：表达式序列的元素是表达式常量且互不相同。 
3 公理系统 
一阶逻辑语言的一个公理系统 FSA（取名来源于 First-order logical axiom system A 的英文缩写）如下，其

中 Ax1.1-Ax6 为基本公理模式，RN，MP 为规则： 
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Ax1.1：𝛼𝛼 → 𝛽𝛽 → 𝛼𝛼。 
Ax1.2：(𝛼𝛼 → 𝛽𝛽 → 𝛾𝛾) → (𝛼𝛼 → 𝛽𝛽) → (𝛼𝛼 → 𝛾𝛾)。 
Ax1.3：(¬𝛽𝛽 → ¬𝛼𝛼) → (¬𝛽𝛽 → 𝛼𝛼) → 𝛽𝛽。 
Ax2：∀𝑥𝑥𝑥𝑥 → 𝑥𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥，其中𝑡𝑡在𝜑𝜑中可以无冲突地替换𝑥𝑥。 
Ax3：∀𝑥𝑥(𝑥𝑥 → 𝜓𝜓) → (∀𝑥𝑥𝑥𝑥 → ∀𝑥𝑥𝜓𝜓)。 
Ax4：𝑥𝑥 → ∀𝑥𝑥𝑥𝑥，其中𝑥𝑥不在𝑥𝑥中自由出现。 
Ax5：𝑥𝑥 ≈ 𝑥𝑥。 
Ax6：𝑥𝑥 ≈ 𝑦𝑦 → 𝑥𝑥 → 𝑥𝑥′，其中𝑥𝑥为原子公式，𝑥𝑥′为若干个𝑥𝑥替换为𝑦𝑦的𝑥𝑥。 
RN：𝑥𝑥为公理⟹∀𝑥𝑥𝑥𝑥为公理。 
MP：(Γ ⊢ 𝛼𝛼且Γ ⊢ 𝛼𝛼 → 𝛽𝛽) ⟹ Γ ⊢ 𝛽𝛽。 
4 独立性证明 
定理 4.1 公理系统 FSA 在所有包含等词符号和谓词符号的一阶语言中具有独立性。 
证明 公理系统 FSA 在任意包含等词符号和谓词符号的一阶语言ℒ中， 
（1）证明 Ax1.1 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义特征函数𝐹𝐹(𝑥𝑥)： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹¬(𝜓𝜓)。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹→ �𝐹𝐹(𝜓𝜓)，𝐹𝐹(𝜔𝜔)�。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝜓𝜓)�。 
其中𝐹𝐹¬，𝐹𝐹→，𝐹𝐹∀定义如下： 

𝑝𝑝 𝐹𝐹¬(𝑝𝑝) 𝐹𝐹∀(𝑝𝑝) 

0 1 0 

1 0 1 

2 0 2 
 

𝐹𝐹→(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) 𝑞𝑞 
0 1 2 

𝑝𝑝  

0 0 2 2 

1 0 0 2 

2 0 0 0 
 

1）证明 FSA 中除了 Ax1.1，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
（a）证明除了 Ax1.1，由其他基本公理模式推演出来的任意公理𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴具有性质𝑃𝑃。 
由𝐹𝐹定义得：𝐹𝐹(𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴) = 0。 
（b）证明除了 Ax1.1，由其他基本公理模式和 RN 推演出来的任意公理𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃。 
A.当𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥形如除了𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥1.1，其他任意基本公理𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴时， 
𝐹𝐹(𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴) = 0，即𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴具有性质𝑃𝑃。 
B.当𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴时， 
由归纳假设得：𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴具有性质𝑃𝑃，即𝐹𝐹(𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴) = 0， 
则𝐹𝐹(∀𝑥𝑥𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴) = 𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴)� = 𝐹𝐹∀(0) = 0， 
所以∀𝑥𝑥𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴具有性质𝑃𝑃。 
归纳证明可得：除了 Ax1.1，由其他基本公理模式和 RN 推演出来的任意公理𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃。 
（c）证明除了 Ax1.1，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃。 
令〈𝑥𝑥1，⋯，𝑥𝑥𝐴𝐴〉为𝑥𝑥推演序列， 
归纳证明当正整数𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛时，𝑥𝑥𝑚𝑚具有性质𝑃𝑃。 
A.当𝑚𝑚 = 1时， 
𝑥𝑥1为公理， 
所以𝐹𝐹(𝑥𝑥1) = 0，即𝑥𝑥1具有性质𝑃𝑃。 
B.当𝑚𝑚 > 1时，令𝑚𝑚 = 𝑙𝑙 = 𝑎𝑎， 
当𝑥𝑥𝑎𝑎为公理时，𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 0。 
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当𝑥𝑥𝑎𝑎为𝑥𝑥𝑏𝑏和𝑥𝑥𝑐𝑐经过 MP 所得，其中𝑏𝑏，𝑐𝑐 < 𝑎𝑎，𝑥𝑥𝑐𝑐 = 𝑥𝑥𝑏𝑏 → 𝑥𝑥𝑎𝑎时， 
由强归纳假设得：对任意正整数𝑘𝑘 < 𝑙𝑙，𝑥𝑥𝑘𝑘具有性质𝑃𝑃， 
则𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑏𝑏) = 0且𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑐𝑐) = 0， 
𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑏𝑏 → 𝑥𝑥𝑎𝑎) = 0， 
又由𝐹𝐹定义得：𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑎𝑎) = 0。 
所以𝑥𝑥𝑎𝑎具有性质𝑃𝑃。即𝑥𝑥𝑙𝑙具有性质𝑃𝑃。 
归纳证明可得：当正整数𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛时，𝑥𝑥𝑚𝑚具有性质𝑃𝑃。 
所以𝑥𝑥𝐴𝐴具有性质𝑃𝑃，即𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃。 
但存在 Ax1.1 中公理𝑥𝑥0 = ¬𝐴𝐴1 → 𝐴𝐴1 → ¬𝐴𝐴1，𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≠ 0，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax1.1 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax1.1 会使定理减少，即 Ax1.1 具有独立性。 
（2）证明 Ax1.2 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义特征函数𝐹𝐹(𝑥𝑥)： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹¬(𝜓𝜓)。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹→ �𝐹𝐹(𝜓𝜓)，𝐹𝐹(𝜔𝜔)�。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝜓𝜓)�。 
其中𝐹𝐹¬，𝐹𝐹→，𝐹𝐹∀定义如下： 

𝑝𝑝 𝐹𝐹¬(𝑝𝑝) 𝐹𝐹∀(𝑝𝑝) 

0 1 0 

1 0 2 

2 1 2 
 

𝐹𝐹→�𝑝𝑝，𝑞𝑞� 𝑞𝑞 
0 1 2 

𝑝𝑝  

0 0 2 1 

1 0 2 0 

2 0 0 0 
 

1) 证明 FSA 中除了 Ax1.2，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
证明留给读者。【提示：思路参考（1）的证明。】 
但存在 Ax1.2 中公理𝑥𝑥0 = (𝐴𝐴1 → 𝐴𝐴1 → ¬𝐴𝐴1) → (𝐴𝐴1 → 𝐴𝐴1) → (𝐴𝐴1 → ¬𝐴𝐴1)，𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≠ 0，即𝑥𝑥0不具有性质

𝑃𝑃，所以 FSA 中除去 Ax1.2 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理，所以 FSA 中除去 Ax1.2 会使定理减少，即 Ax1.2
具有独立性。 

（3）证明 Ax1.3 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义特征函数𝐹𝐹(𝑥𝑥)： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹¬(𝜓𝜓)。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹→ �𝐹𝐹(𝜓𝜓)，𝐹𝐹(𝜔𝜔)�。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝜓𝜓)�。 
其中𝐹𝐹¬，𝐹𝐹→，𝐹𝐹∀定义如下： 

𝑝𝑝 𝐹𝐹¬(𝑝𝑝) 𝐹𝐹∀(𝑝𝑝) 

0 1 0 

1 2 1 

2 0 2 
 

𝐹𝐹→�𝑝𝑝，𝑞𝑞� 𝑞𝑞 
0 1 2 

𝑝𝑝  

0 0 1 2 

1 0 0 2 

2 0 0 0 
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1）证明 FSA 中除了 Ax1.3，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
证明留给读者。【提示：思路参考（1）的证明。】 
但存在 Ax1.3 中公理𝑥𝑥0 = (¬¬𝐴𝐴1 → ¬𝐴𝐴1) → (¬¬𝐴𝐴1 → 𝐴𝐴1) → ¬𝐴𝐴1，𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≠ 0，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax1.3 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax1.3 会使定理减少，即 Ax1.3 具有独立性。 
（4）证明 Ax2 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义特征函数𝐹𝐹(𝑥𝑥)： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹¬(𝜓𝜓)。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹→ �𝐹𝐹(𝜓𝜓)，𝐹𝐹(𝜔𝜔)�。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝜓𝜓)�。 
其中𝐹𝐹¬，𝐹𝐹→，𝐹𝐹∀定义如下： 

𝑝𝑝 𝐹𝐹¬(𝑝𝑝) 𝐹𝐹∀(𝑝𝑝) 

0 1 0 

1 0 0 
 

𝐹𝐹→�𝑝𝑝，𝑞𝑞� 𝑞𝑞 
0 1 

𝑝𝑝  

0 0 1 

1 0 0 
 

1）证明 FSA 中除了 Ax2，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
证明留给读者。【提示：思路参考（1）的证明。】 
但存在 Ax2 中公理𝑥𝑥0 = ∀𝑣𝑣1¬𝐴𝐴1 → ¬𝐴𝐴1，𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≠ 0，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax2 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax2 会使定理减少，即 Ax2 具有独立性。 
（5）证明 Ax3 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义𝑥𝑥∗： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝑥𝑥∗ = 𝑥𝑥。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝑥𝑥∗ = ¬𝜓𝜓∗。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝑥𝑥∗ = 𝜓𝜓∗ → 𝜔𝜔∗。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时， 

𝑥𝑥∗ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧∀𝑥𝑥¬𝑥𝑥 ≈ 𝑥𝑥，  当 →不在𝜓𝜓中出现

  且¬在𝜓𝜓中出现

  且𝑥𝑥在𝜓𝜓中自由出现时，

∀𝑥𝑥𝜓𝜓∗，  其他情况。

 

1）证明当𝑥𝑥不在𝑥𝑥中自由出现时，𝑥𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥 = 𝑥𝑥。 
证明留给读者。【提示：利用归纳法即可证明。】 
2）证明若𝑥𝑥不在𝑥𝑥中自由出现，则𝑥𝑥不在𝑥𝑥∗中自由出现。 
证明留给读者。【提示：利用归纳法即可证明。】 
3）证明当𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦时，若𝑦𝑦在𝑥𝑥中自由出现，则𝑦𝑦在𝑥𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥中自由出现。 
证明留给读者。【提示：利用归纳法即可证明。】 
4）证明当𝑦𝑦不在𝑡𝑡中出现时，若𝑦𝑦不在𝑥𝑥中自由出现，则𝑦𝑦不在𝑥𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥中自由出现。 
证明留给读者。【提示：利用归纳法即可证明。】 
5）证明若𝛼𝛼 = (𝑥𝑥𝑡𝑡𝑥𝑥)∗，其中𝑡𝑡在𝑥𝑥中可以无冲突地替换𝑥𝑥，则𝛼𝛼 = (𝑥𝑥∗)𝑡𝑡𝑥𝑥，其中𝑡𝑡在𝑥𝑥∗中可以无冲突地替换

𝑥𝑥。 
证明留给读者。【提示：结合 1）-4）的证明及归纳法即可证明，其中当𝑥𝑥形如∀𝑦𝑦𝜓𝜓时，需要分𝑥𝑥不在∀𝑦𝑦𝜓𝜓

中自由出现和𝑥𝑥在∀𝑦𝑦𝜓𝜓中自由出现两种情况讨论。】 
6）证明 FSA 中除了 Ax3，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：在ℒ上，有⊨ 𝑥𝑥∗。 
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证明留给读者。【提示：结合 ∗的定义及（1）的证明即可证明，其中𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥2具有性质𝑃𝑃的证明需要利用 5）
的证明，𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥4具有性质𝑃𝑃的证明需要利用 2）的证明。】 

但存在 Ax3 中公理 
𝑥𝑥0 = ∀𝑣𝑣1(𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1 → ¬∀𝑣𝑣2𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣2) → ∀𝑣𝑣1𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1 → ∀𝑣𝑣1¬∀𝑣𝑣2𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣2， 
𝑥𝑥0∗ = ∀𝑣𝑣1(𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1 → ¬∀𝑣𝑣2𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣2) → ∀𝑣𝑣1𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1 → ∀𝑣𝑣1¬𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1， 
对于ℒ上某个结构𝔄𝔄，其中|𝔄𝔄| = �0，1�， 
对于𝔄𝔄上某个赋值𝑠𝑠， 
�𝔄𝔄，𝑠𝑠� ⊭ ∀𝑣𝑣1(𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1 → ¬∀𝑣𝑣2𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣2) → ∀𝑣𝑣1𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1 → ∀𝑣𝑣1¬𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1，即�𝔄𝔄，𝑠𝑠� ⊭ 𝑥𝑥0∗， 
所以⊭ 𝑥𝑥0∗，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax3 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax3 会使定理减少，即 Ax3 具有独立性。 
（6）证明 Ax4 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义𝑥𝑥∗： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时， 

𝑥𝑥∗ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑃𝑃𝑣𝑣1⋯𝑣𝑣1，  当𝑥𝑥形如𝑃𝑃𝑡𝑡1⋯ 𝑡𝑡𝐴𝐴时，

  其中𝑛𝑛为任意自然数，

  𝑡𝑡1 − 𝑡𝑡𝐴𝐴为项变量，

𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1，  当𝑥𝑥形如𝑡𝑡 ≈ 𝑠𝑠时。

 

（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝑥𝑥∗ = ¬𝜓𝜓∗。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝑥𝑥∗ = 𝜓𝜓∗ → 𝜔𝜔∗。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时，𝑥𝑥∗ = ∀𝑣𝑣1𝜓𝜓∗。 
1）证明 FSA 中除了 Ax4，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：在ℒ上，有⊨ 𝑥𝑥∗。 
证明留给读者。【提示：思路参考（5）的证明。】 
但存在 Ax4 中公理𝑥𝑥0 = 𝑃𝑃1𝑣𝑣1⋯𝑣𝑣1 → ∀𝑣𝑣2𝑃𝑃1𝑣𝑣1⋯𝑣𝑣1， 
𝑥𝑥0∗ = 𝑃𝑃1𝑣𝑣1⋯𝑣𝑣1 → ∀𝑣𝑣1𝑃𝑃1𝑣𝑣1 ⋯𝑣𝑣1， 
对于ℒ上某个结构𝔄𝔄，其中|𝔄𝔄| = �0，1�，𝑃𝑃𝔄𝔄 = ��0，⋯，0��， 
对于𝔄𝔄上某个赋值𝑠𝑠，其中𝑠𝑠(𝑣𝑣1) = 0， 
�𝔄𝔄，𝑠𝑠� ⊭ 𝑃𝑃1𝑣𝑣1⋯𝑣𝑣1 → ∀𝑣𝑣1𝑃𝑃1𝑣𝑣1 ⋯𝑣𝑣1，即�𝔄𝔄，𝑠𝑠� ⊭ 𝑥𝑥0∗， 
所以⊭ 𝑥𝑥0∗，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax4 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax4 会使定理减少，即 Ax4 具有独立性。 
（7）证明 Ax5 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义特征函数𝐹𝐹(𝑥𝑥)： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 1。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹¬(𝜓𝜓)。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹→ �𝐹𝐹(𝜓𝜓)，𝐹𝐹(𝜔𝜔)�。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝜓𝜓)�。 
其中𝐹𝐹¬，𝐹𝐹→，𝐹𝐹∀定义如下： 

𝑝𝑝 𝐹𝐹¬(𝑝𝑝) 𝐹𝐹∀(𝑝𝑝) 

0 1 0 

1 0 1 
 

𝐹𝐹→�𝑝𝑝，𝑞𝑞� 𝑞𝑞 
0 1 

𝑝𝑝  

0 0 1 

1 0 0 
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1）证明 FSA 中除了 Ax5，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
证明留给读者。【提示：思路参考（1）的证明。】 
但存在 Ax5 中公理𝑥𝑥0 = 𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1，𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≠ 0，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax5 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax5 会使定理减少，即 Ax5 具有独立性。 
（8）证明 Ax6 具有独立性。 
在一阶语言ℒ中添加二元谓词符号𝐸𝐸得到一阶语言ℒ∗。 
定义ℒ∗上一个结构𝔄𝔄： 
（a）论域：|𝔄𝔄| = �0，1�。 
（b）谓词符号： 
对于谓词符号𝐸𝐸，𝐸𝐸𝔄𝔄 = ��0，0�，�1，1�，�0，1��， 
对于其他任意谓词符号𝑃𝑃，𝑃𝑃𝔄𝔄 = ∅。 
（c）常数符号：对于任意常数符号𝑐𝑐，𝑐𝑐𝔄𝔄 = 0。 
（d）函数符号：对于任意𝑛𝑛元函数符号𝑓𝑓，对于任意𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ |𝔄𝔄|，其中正整数𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛，𝑓𝑓𝔄𝔄�𝑎𝑎1，⋯，𝑎𝑎𝐴𝐴� = 0。 
1）证明 FSA 中除了 Ax6，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝔄𝔄 ⊨ 𝑥𝑥∗，其中

𝑥𝑥∗是所有出现的等词符号都替换为𝐸𝐸的𝑥𝑥。 
证明留给读者。【提示：思路参考（5）的证明。】 
但存在 FSA 中定理𝑥𝑥0 = 𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣2 → 𝑣𝑣2 ≈ 𝑣𝑣1，𝑥𝑥0∗ = 𝑣𝑣1𝐸𝐸𝑣𝑣2 → 𝑣𝑣2𝐸𝐸𝑣𝑣1， 
对于𝔄𝔄上某个赋值𝑠𝑠，其中𝑠𝑠(𝑣𝑣1) = 0，𝑠𝑠(𝑣𝑣2) = 1， 
�𝔄𝔄，𝑠𝑠� ⊭ 𝑣𝑣1𝐸𝐸𝑣𝑣2 → 𝑣𝑣2𝐸𝐸𝑣𝑣1，即�𝔄𝔄，𝑠𝑠� ⊭ 𝑥𝑥0∗， 
所以𝔄𝔄 ⊭ 𝑥𝑥0∗，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 Ax6 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 Ax6 会使定理减少，即 Ax6 具有独立性。 
（9）证明 RN 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义特征函数𝐹𝐹(𝑥𝑥)： 
（a）当𝑥𝑥形如原子公式时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
（b）当𝑥𝑥形如¬𝜓𝜓时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹¬(𝜓𝜓)。 
（c）当𝑥𝑥形如𝜓𝜓 → 𝜔𝜔时，𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹→ �𝐹𝐹(𝜓𝜓)，𝐹𝐹(𝜔𝜔)�。 
（d）当𝑥𝑥形如∀𝑥𝑥𝜓𝜓时， 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = �
1，  当𝑥𝑥在𝜓𝜓中自由出现时，

𝐹𝐹∀�𝐹𝐹(𝜓𝜓)�，  其他情况。
 

其中𝐹𝐹¬，𝐹𝐹→，𝐹𝐹∀定义如下： 

𝑝𝑝 𝐹𝐹¬(𝑝𝑝) 𝐹𝐹∀(𝑝𝑝) 

0 1 0 

1 0 1 
 

𝐹𝐹→�𝑝𝑝，𝑞𝑞� 𝑞𝑞 
0 1 

𝑝𝑝  

0 0 1 

1 0 0 
 

1）证明 FSA 中除了 RN，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0。 
证明留给读者。【提示：思路参考（1）的证明。】 
但存在 Ax5 中公理𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1经过 RN 得出的公理𝑥𝑥0 = ∀𝑣𝑣1𝑣𝑣1 ≈ 𝑣𝑣1，𝐹𝐹(𝑥𝑥0) ≠ 0，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 RN 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 RN 会使定理减少，即 RN 具有独立性。 
（10）证明 MP 具有独立性。 
对于任意公式𝑥𝑥，如下定义函数𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥)，其中𝑖𝑖为表达式序列元素： 
𝑁𝑁𝑖𝑖(𝑥𝑥)为𝑥𝑥中𝑖𝑖的数量。 
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1）证明 FSA 中除了 MP，由其他基本公理模式和规则推演出来的任意定理𝑥𝑥具有性质𝑃𝑃：𝑁𝑁→(𝑥𝑥) ≠ 1或
𝑁𝑁∀(𝑥𝑥) ≠ 0。 

证明留给读者。【提示：对公式联结词数量范围进行判断，并参考（1）的证明即可证明。】 
但存在 FSA 中定理𝑥𝑥0 = 𝐴𝐴1 → 𝐴𝐴1，𝑁𝑁→(𝑥𝑥0) = 1且𝑁𝑁∀(𝑥𝑥0) = 0，即𝑥𝑥0不具有性质𝑃𝑃， 
所以 FSA 中除去 MP 无法推演出𝑥𝑥0，但𝑥𝑥0是 FSA 的定理， 
所以 FSA 中除去 MP 会使定理减少，即 MP 具有独立性。 
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