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构造法在高中数学解题中的应用 
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【摘要】构造法是数学化归与转化的核心思维工具，但在高中解题教学中，学生常停留在机械模仿，缺

乏对构造策略的元认知反思。本文基于“问题结构识别—构造路径选择—等价性验证”的三维框架，系统梳

理函数构造、方程构造、向量构造和图形构造四类典型路径，并结合近年高考及模拟题，逐类剖析各类方法

的触发条件、操作逻辑与适用边界。研究发现，构造法的有效运用更依赖于学生对问题深层结构的敏感度，

而非知识量的积累；四类构造方法并非孤立，在综合问题中可形成策略联动。本文旨在为高中数学教学提供

可操作的方法论，促进学生解题思维从经验型转向结构型。 
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The application of construction method in solving senior high school mathematics problems 
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【Abstract】The constructive method is a core thinking tool for mathematical reduction and transformation. 
However, in senior high school problem-solving instruction, students often apply it through mechanical imitation, 
lacking metacognitive awareness of construction strategies. Based on a three-dimensional analytical framework—
“problem structure identification, construction path selection, and equivalence verification”—this paper 
systematically examines four typical construction pathways: function construction, equation construction, vector 
construction, and graphical construction. Using recent Gaokao and mock examination questions, we analyze the 
triggering conditions, operational logic, and applicable boundaries of each approach. The findings indicate that 
effective use of the constructive method depends more on students’ sensitivity to the deep structure of problems than 
on the sheer volume of knowledge acquired. Moreover, the four construction approaches are not isolated; they can 
form strategic synergies in complex composite problems. This study aims to provide actionable methodological 
guidance for senior high school mathematics teaching, facilitating the transformation of students’ problem-solving 
thinking from experience-based to structure-oriented reasoning. 
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构造法是指在面对直接求解困难或过程繁琐的数学问题时，解题者依据题设条件中隐含的数量关系、结

构特征或几何背景，主动创设一个与原问题逻辑等价的辅助数学对象（如函数、方程、向量或几何图形），

进而借助该对象的既定性质、运算法则或直观呈现来间接求解原问题的一种策略性方法。该方法的关键在于

三条准则：其一，构造对象的确定性——必须由题设条件唯一或合理导出；其二，逻辑等价性——构造对象

的属性结论能够无失真地映射回原问题；其三，运算可解性——构造后的求解路径应显著优于直接求解。它

指的是在一些数学问题用传统的固定方式得不到一个正确的结果时，可以转换一个思考问题的方式，用另一

个角度去思考问题、解决问题，从而发现事物内部的数形、结构、已知、未知等结论关系，进而构造出一个

全新的数学模型，使这个全新构造出来的数学模型能够清楚地展现出原来模糊不清的问题性质，最后实现找

到解决问题的最简单的方法[1]。 
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1 构造法在高中数学解题中应用的意义与价值 
1.1 拓宽解题思路，提高解题效率 
构造法通过引入新的数学对象或结构来解决问题，这种方法能够帮助学生从一个不同的角度去思考问

题，从而找到新的解题思路。在一些复杂的数学问题中，直接求解可能非常困难，或者运用先前常用的方法

会耗费较多的时间。如果运用构造法巧妙地构造辅助函数、图形或方程等，可以有效地简化问题，再利用熟

悉的基础知识对问题进行分析，进而使问题得到解决，从而提高解题效率。当学生在遇到陌生问题的时候，

可以运用构造法将其转化为熟悉的问题，也就是用另一种思路来解决陌生的问题，提高解题效率。 
1.2 培养创新思维，增强应用意识 
构造法对学生创新思维的促进机制可从两个维度加以理解。在认知灵活性维度，学生面对一个看似与函

数无关的不等式问题时，需要抑制“按题型套方法”的自动化倾向，主动激活函数单调性知识进行表征转换，

这一过程训练了认知抑制与任务转换能力.在元认知监控维度，学生在构造过程中需要不断自问“我所构造

的对象是否与题干等价”“是否有更合适的构造路径”，这种自我对话有助于形成反思性解题习惯。教师应

着重引导学生对比“为何此题构造函数而非构造方程”，以此强化策略性知识而非仅程序性知识。 
1.3 促进知识整合，构建知识体系 
运用构造法有时会涉及多个数学知识点和技巧的综合运用。在解题过程中，学生需要将所学知识进行整

合和应用，这种整合过程有助于数学知识的巩固与深化。通过应用构造法解题不仅可以提高学生快速提取不

同知识解决问题的能力，而且还能加深学生对知识的理解，促使学生熟悉代数、几何等基本知识技能，并多

方面加以综合利用[2]。 
在高中数学的每个章节中，都有围绕本章主题的各个知识点，这些知识点形成了一个知识网络，学生在

运用构造法的过程中，首先根据题目所给条件判断应该运用哪种构造法，然后进一步运用某章节的某些知识

点来解题。在这个过程中，正体现了学生对知识的整合，从而精准地掌握解题过程中运用到的知识点。对于

基础较差的学生，有助于使零散的知识成体系，对于基础较好的学生，有助于完善已有的知识体系。 
1.4 提升数学素养，适应高考改革趋势 
构造法的运用不仅限于解题本身，它还能帮助学生更好地理解数学的内在逻辑和美感。通过欣赏和创造

数学结构，学生可以提升对数学的兴趣和热爱，从而全面提升数学素养，尤其是数学学科六大核心素养中的

数学抽象、逻辑推理、数学建模等素养的发展。随着高考改革的深入，数学试题越来越注重考查学生的创新

思维和综合能力。构造法作为一种灵活多变的解题方法，正好符合这一改革趋势。比如，构造图形可以化抽

象为具体，使题目要求更直观，建立形与数的联系，构建数学问题的直观模型，利用图形分析数学问题，探

索解决问题的思路，有助于把握问题的本质，明晰思维的路径[3]。 
2 高中数学解题中的各类构造法 
构造法的分类并非绝对，不同分类标准之间可能存在交叉。例如，构造函数法既属于按对象形式分类，

也可能属于按解题策略分类。在实际应用中，需根据问题的具体特征和解题目标选择合适的构造方法。掌握

多种构造法的分类和应用场景，有助于提升数学思维的灵活性和创造力。下文根据构造对象对构造法进行分

类，并针对每一种方法给出具体例题。 
2.1 构造函数 
构造函数是高中数学解题中比较常见的一种构造法，在不同题型中都有所应用。函数的相关知识点很

多，体系庞大，可以与高中所学的其他知识进行结合出现在题中，但为了考察学生对于抽象的题目条件是否

会运用所学的函数知识解决，出题人通常希望学生能够构造函数辅助解题。一般情况下，为了快速地获得解

题思路，构造函数是一种很好的方法，我们可以根据题中所给条件进行分析，联想函数的定义域、解析式、

值域、图像、性质等合理构造适当函数，并借助所构造的函数的定义、性质、图像巧妙地解决问题[4]。 
2.1.1 比较大小问题 
如果需要比较大小的几个数的形式比较复杂，涉及多个相似的表达式，如对数、指数或分式，那么用直
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接计算的方法是比较困难的，此时我们就会想到用更系统的方法，即构造函数。通过构造函数将几个数的形

式统一起来，确定自变量的范围，利用函数的单调性得到函数值的大小关系。这样既能避免复杂的计算，又

通过函数的性质快速解决问题。 
例 1  设 

𝑎𝑎 = 𝑙𝑙𝑙𝑙2, 𝑏𝑏 =
𝑙𝑙𝑙𝑙 3
√3 , 𝑐𝑐 =

2
𝑒𝑒 ,  

则𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐的大小关系为（    ） 

𝐴𝐴. 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐                   𝐵𝐵. 𝑏𝑏 < 𝑎𝑎 < 𝑐𝑐                  𝐶𝐶.𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 𝑎𝑎                    𝐷𝐷. 𝑐𝑐 < 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 

解  设 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 
𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 > 0,  

则对𝑓𝑓（𝑥𝑥）求导得到导函数 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
1 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥2

. 

令𝑓𝑓′（𝑥𝑥） > 0，得0 < 𝑥𝑥 < 𝑒𝑒，所以函数𝑓𝑓（𝑥𝑥）在区间�0，𝑒𝑒�上单调递增． 
因为√3 < 2 < 𝑒𝑒，所以𝑓𝑓�√3� < 𝑓𝑓(2) < 𝑓𝑓(𝑒𝑒)，即 

𝑙𝑙𝑙𝑙√3
√3

<
𝑙𝑙𝑙𝑙2

2
<

1
𝑒𝑒 ,  

易得 

𝑙𝑙𝑙𝑙3
2√3

<
𝑙𝑙𝑙𝑙2

2
<

1
𝑒𝑒

. 

不等式两边同乘 2 得 

𝑙𝑙𝑙𝑙 3
√3

< 𝑙𝑙𝑙𝑙 2 <
2
𝑒𝑒

. 

即𝑏𝑏 < 𝑎𝑎 < 𝑐𝑐，故选𝐵𝐵. 
例 2  比较20242025与20252024的大小。 
分析：对这两个数取对数，即比较𝑙𝑙𝑙𝑙20242025与𝑙𝑙𝑙𝑙 20252024的大小，再根据对数函数在其定义域内是单

调递增的，得到20242025与20252024的大小关系。 
解  构造函数 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 
𝑥𝑥

,  

对函数𝑓𝑓(𝑥𝑥)求导，得到 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
1 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥2

. 

然后判断单调性，当𝑥𝑥 > 𝑒𝑒时，𝑓𝑓′（𝑥𝑥） < 0，即函数𝑓𝑓(𝑥𝑥)在区间�𝑒𝑒， + ∞�上是单调递减的。 
因为2024，2025 > 𝑒𝑒，且2024 < 2025，根据函数𝑓𝑓(𝑥𝑥)的单调性，有 

𝑓𝑓(2024) > 𝑓𝑓(2025),  

即 
𝑙𝑙𝑙𝑙 2024

2024
>
𝑙𝑙𝑙𝑙 2025

2025
,  
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变形得到2025 𝑙𝑙𝑙𝑙 2024 > 2024 𝑙𝑙𝑙𝑙 2025，进一步得到𝑙𝑙𝑙𝑙 20242025 > 𝑙𝑙𝑙𝑙 20252024.由于对数函数在其定义

域内是单调递增的，所以20242025 > 20252024. 
当然，这道题还可以用不等式放缩的方法解决，首先将题目转化为比较 

20242025

20252024
与 1 

的大小，然后提取公因式 

20242025

20252024
= 2024 ∙ �

2024
2025

�
2024

= 2024 ∙ �1−
1

2025
�
2024

,  

接着利用不等式放缩，经历三次放缩，才能得到 

20242025

20252024
与 1 

的大小关系，即20242025 > 20252024. 
通过对上述两种解题方法的比较，我们发现构造函数的方法更容易理解，并且结合导数确定函数的增减

趋势是学生比较熟悉的解题技巧，将比较大小问题转化为函数单调性分析的问题，便于学生更直观地了解数

之间的大小关系。虽然不等式放缩也能解决这个问题，但是这种方法技巧性较强，对于基础薄弱的学生不易

理解，过程也比较繁琐。 
本题表面上是比较两个指数幂的大小，实际上考察了对数的运算和对数函数的相关性质。虽然与例 1 构

造了相同的函数，也是利用函数的单调性来解题，但是例 2 是对例 1 的深化，例 1 中根据题中三个数的特

征，很容易想到构造哪个函数，而例 2 中要先取对数，再将对数变形之后，才能构造出合适的函数，根据函

数的单调性得到对数的大小关系。最后还要由对数函数的单调递增的性质才能得到最终答案。 
2.1.2 不等式证明问题 
例 3  已知曲线𝐶𝐶：𝑓𝑓（𝑥𝑥） = 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥在点𝐴𝐴 �1，𝑓𝑓(1)�处的切线为𝑙𝑙. 

（1）求直线𝑙𝑙的方程； 
（2）求证：除点𝐴𝐴外，曲线𝐶𝐶在直线𝑙𝑙的下方； 
解  （1）对函数𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥求导得到导函数𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥，所以𝑓𝑓（1） = 0，𝑓𝑓′(1) = −𝑒𝑒，所以

直线𝑙𝑙的方程为𝑦𝑦 = −𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒. 
（2）分析：要证明除点𝐴𝐴外，曲线𝐶𝐶在直线𝑙𝑙的下方，问题本质就是证明𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ −𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒恒成立。因此，

构造函数𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥。求它的最小值大于或等于0. 
证明：令𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥，则𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = −𝑒𝑒 − 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 = −𝑒𝑒 + 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥. 

由于函数𝑔𝑔′(𝑥𝑥)的零点无法确定，因此再次求导，研究它的导数的性质。 
令ℎ(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔′(𝑥𝑥)，则ℎ′(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 + 1)𝑒𝑒𝑥𝑥. 
由ℎ′(𝑥𝑥) > 0，解得𝑥𝑥 > −1；由ℎ′(𝑥𝑥) < 0，解得𝑥𝑥 < −1。所以ℎ（𝑥𝑥）在（−∞，− 1）上单调递减，在

（− 1， + ∞）上单调递增。 
当𝑥𝑥趋近于−∞时，ℎ（𝑥𝑥）趋近于−𝑒𝑒，ℎ（1） = 0，所以当𝑥𝑥 < 1时，𝑔𝑔′（𝑥𝑥） = ℎ（𝑥𝑥） < 0，当𝑥𝑥 > 1时，

𝑔𝑔′（𝑥𝑥） = ℎ（𝑥𝑥） > 0，所以𝑔𝑔（𝑥𝑥）在（−∞，1）上单调递减，在（1， +∞）上单调递增。所以𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥
𝑔𝑔(1) = 0，当且仅当𝑥𝑥 = 1时等号成立。 

所以除切点�1，0�之外，曲线𝐶𝐶在直线𝑙𝑙的下方。 
在思考第二小题时，根据题目要求，学生可能不会第一时间想到构造函数，但是又无法精准画出曲线𝐶𝐶

的图像，所以从几何的角度解题比较困难，那么自然而然地会选择代数方法，而构造函数在不等式证明问题

中的应用可以帮助学生将复杂的问题简单化，学生运用熟悉的函数单调性、最值的知识就可以快速解决问

题。 



徐嘉诗                                                                          构造法在高中数学解题中的应用 

- 45 - 

2.2 构造方程 
“方程思想”是指从分析问题的数量关系入手，将问题中的已知量和未知量之间的数量关系通过适当设

元建立起方程（组），然后通过解方程（组）使问题得到解决的思维方式[5]。这种思想一直都是学生解题过

程中的重要思想，观察题中所给条件以及相关数量关系，先设未知量，构造出符合题意的方程，并对方程进

行求解，再根据题干求出最终结果。通过构造方程的方法求解高中遇到的数学习题，有利于培养高中生的观

察能力、思维能力[6]。 
例 4  如图 2-1，设𝐹𝐹1，𝐹𝐹2分别是椭圆的左、右焦点，点𝑃𝑃是以𝐹𝐹1𝐹𝐹2为直径的圆与椭圆在第一象限内的一

个交点，延长𝑃𝑃𝐹𝐹2与椭圆交于点 Q．若|𝑃𝑃𝐹𝐹1| = 4|𝑄𝑄𝐹𝐹2|，则直线𝑃𝑃𝐹𝐹2的斜率为（    ） 

𝐴𝐴.     
1
2

                    𝐵𝐵.     − 1                    𝐶𝐶.     − 2                    𝐷𝐷.     − 3 

 

图 2-1 例 4 

解  因为点𝑃𝑃在以𝐹𝐹1𝐹𝐹2为直径的圆上，所以𝑃𝑃𝑃𝑃1 ⊥ 𝑃𝑃𝐹𝐹2. 
因为点𝑃𝑃，𝑄𝑄在椭圆上，所以|𝑃𝑃𝐹𝐹1| + |𝑃𝑃𝐹𝐹2| = 2𝑎𝑎，|𝑄𝑄𝐹𝐹1| + |𝑄𝑄𝐹𝐹2| = 2𝑎𝑎. 
设|𝑄𝑄𝐹𝐹2| = 𝑚𝑚，则|𝑃𝑃𝐹𝐹1| = 4|𝑄𝑄𝐹𝐹2| = 4𝑚𝑚, 
所以|𝑄𝑄𝐹𝐹1| = 2𝑎𝑎 −𝑚𝑚，|𝑃𝑃𝐹𝐹2| = 2𝑎𝑎 − 4𝑚𝑚， |𝑃𝑃𝑃𝑃| = |𝑃𝑃𝐹𝐹2| + |𝑄𝑄𝐹𝐹2| = 2𝑎𝑎 − 3𝑚𝑚. 

在直角三角形𝑃𝑃𝑃𝑃𝐹𝐹1中，|𝑃𝑃𝐹𝐹1|2 + |𝑃𝑃𝑃𝑃|2 = |𝑄𝑄𝐹𝐹1|2，即（4𝑚𝑚）
2

+ （2𝑎𝑎 − 3𝑚𝑚）
2

= （2𝑎𝑎 −𝑚𝑚）
2

,解得𝑎𝑎 =
3𝑚𝑚. 所以 

|𝑃𝑃𝐹𝐹2| = 2𝑎𝑎 − 4𝑚𝑚 = 2𝑚𝑚 , 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡∠𝑃𝑃𝐹𝐹2𝐹𝐹1 =
|𝑃𝑃𝑃𝑃1|
|𝑃𝑃𝑃𝑃2| = 2,  

故𝑘𝑘𝑃𝑃𝐹𝐹2 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜋𝜋 − ∠𝑃𝑃𝐹𝐹2𝐹𝐹1) = − 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡∠𝑃𝑃𝐹𝐹2𝐹𝐹1 = −2. 

本题属于直线与圆锥曲线的综合问题，主要考察的是直线的斜率。要求直线的斜率很多同学首先想到的

就是通过直线上两个点的坐标来求解，但结合题中所给的条件，𝐹𝐹2的坐标很容易得到，但是𝑃𝑃是一个动点，

坐标无法确定。所以我们想到另一种求斜率的方法，通过倾斜角求斜率，也就是求倾斜角的正切值。 
在解析几何中借助构造方程法解题，往往具有以下特征：题目提供的条件包含一些等量关系，已知量较

少，要设未知量才能表示出要用到的线段，大多数情况下是求椭圆或双曲线的离心率，或者是上述例题中要

求的直线斜率。学生在判断出这道题要构造方程后，就要挖掘题中隐藏的边与边之间的关系，列出方程，解

得未知量与已知量的关系，这样问题就能快速得到解决。 
例 5  已知𝑎𝑎,𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 3,𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 = 9, 求𝑐𝑐的取值范围。 
解  因为(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)2 − 2(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2. 
所以𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0。𝑎𝑎𝑎𝑎 = −𝑐𝑐(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏).  
又𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 3 − 𝑐𝑐，所以𝑎𝑎𝑎𝑎 = −𝑐𝑐(3 − 𝑐𝑐). 
从而构造方程𝑥𝑥2 + (𝑐𝑐 − 3)𝑥𝑥 − 𝑐𝑐(3− 𝑐𝑐) = 0,则𝑎𝑎, 𝑏𝑏是该方程的两个实数根。 
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所以𝛥𝛥 ≥ 0，即(𝑐𝑐 − 3)2 + 4𝑐𝑐(3− 𝑐𝑐) ≥ 0.化简得𝑐𝑐2 − 2𝑐𝑐 − 3 ≤ 0. 
解得−1 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 3。故𝑐𝑐的取值范围是�−1，3�. 

本题属于一个多变量问题，通过运算变形找出𝑎𝑎，𝑏𝑏和与积的关系，并写成关于𝑐𝑐的表达式，就能联想到

韦达定理，从而构造一元二次方程，联系方程实数根数量与𝛥𝛥的关系，得到一个关于𝑐𝑐的不等式，解出它的取

值范围。 
除了构造方程的方法，我们还可以通过代数式的变换，结合不等式的性质来确定变量的范围。首先，我

们设𝑥𝑥 = 𝑎𝑎，𝑦𝑦 = 𝑏𝑏，由题目条件得到𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 3 − 𝑐𝑐，𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 9 − 𝑐𝑐2。利用完全平方公式，可以得到(3−
𝑐𝑐)2 = 9 − 𝑐𝑐2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥，化简得到𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑐𝑐2 − 3𝑐𝑐。根据𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≥ 2𝑥𝑥𝑥𝑥，将关于𝑐𝑐的代数式带入不等式，就可以解

出𝑐𝑐的范围。相比之下，构造一元二次方程这种方法更灵活，不是单纯地联系代数式的知识，而是将𝑎𝑎，𝑏𝑏看
作方程的根，从一个新的角度来解题。 

2.3 构造向量 
2.3.1 在立体几何中构造向量 
在立体几何的研究领域中，构造向量是一项非常重要的方法，并且应用非常广泛。构造向量能够帮助我

们更好地理解和解决立体几何中的各种问题。 
在具体的操作过程中，首先需要根据立体几何图形的特点和所给定的条件，选取合适的点和线段。通过

确定这些关键的位置点，我们可以根据向量的定义和性质，精确地构建出各种向量。这些向量能够反映出立

体几何图形中线段之间的相对位置关系、长度以及夹角等重要信息。 
同时，在构造向量时，还需注意向量的方向，因为向量的方向对于描述立体几何中的各种关系起着至关

重要的作用。特别是在求解立体几何中的长度、角度和体积、线面或面面夹角的三角函数值等问题时，合理

构造向量能为我们的推理和计算提供有力的支持。通过运用向量的数量积、向量积等运算，我们在解题时能

够更简便、更准确地得到答案。所以在立体几何中构造向量是一种非常有效且容易为学生所掌握的工具和手

段[7]。 
例 6  如图 2-2，四棱锥𝑃𝑃 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的底面为正方形，𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥底面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴。设平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃与平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃的交线为

𝑙𝑙。 
（1）证明：𝑙𝑙 ⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃； 
（2）已知𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1，𝑄𝑄为𝑙𝑙上的点，求𝑃𝑃𝑃𝑃与平面𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄所成角的正弦值的最大值。 

 
图 2-2  四棱锥 

证  （1）因为𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥底面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴，所以𝑃𝑃𝑃𝑃 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴.又底面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴为正方形，所以𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐷𝐷𝐷𝐷.因此𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃.
因为𝐴𝐴𝐴𝐴∥𝐵𝐵𝐵𝐵，𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊄平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃，所以𝐴𝐴𝐴𝐴∥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃. 

由已知得𝑙𝑙∥𝐴𝐴𝐴𝐴. 
因此𝑙𝑙 ⊥平面𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃. 
（2）以𝐷𝐷为坐标原点，𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗的方向为𝑥𝑥轴正方向，建立如图 2-3 所示的空间直角坐标系𝐷𝐷 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥. 
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图 2-3  空间直角坐标系 

则𝐴𝐴(1,0,0)，𝐷𝐷(0,0,0)，𝐶𝐶(0,1,0)，𝐵𝐵(1,1,0)，𝑃𝑃(0,0,1)，𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = (0,1,0)，PB�����⃗ = (1,1,−1)． 
由（1）可设𝑄𝑄(𝑎𝑎, 0,1)，则DQ������⃗ = (𝑎𝑎, 0,1). 
设𝑛𝑛�⃗ = （𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧）是平面𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄的法向量，则 

�𝑛𝑛�⃗ ∙ 𝐷𝐷𝐷𝐷
������⃗ = 0, 

𝑛𝑛�⃗ ∙ 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 0, 
 

即 

�𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑧𝑧 = 0, 
𝑦𝑦 = 0.           

可取𝑛𝑛�⃗ = （− 1,0,𝑎𝑎）. 
所以 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐〈𝑛𝑛�⃗ ,𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ 〉 =
𝑛𝑛�⃗ ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗

|𝑛𝑛�⃗ | ∙ �𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ �
=

−1− 𝑎𝑎
√3√1 + 𝑎𝑎2

. 

设𝑃𝑃𝑃𝑃与平面𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄所成角为𝜃𝜃，则 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 =
√3
3

×
|𝑎𝑎 + 1|
√1 + 𝑎𝑎2

=
√3
3
�1 +

2𝑎𝑎
𝑎𝑎2 + 1

. 

因为 

√3
3
�1 +

2𝑎𝑎
𝑎𝑎2 + 1

≤
√6
3

,  

当且仅当𝑎𝑎 = 1时等号成立。所以𝑃𝑃𝑃𝑃与平面𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄所成角的正弦值的最大值为
√6
3

. 

本题属于立体几何的证明与代数的综合题，第一小题是一道常规的证明题，只需要利用线面垂直和线面

平行的判定定理进行证明即可。而第二小题是求线面夹角正弦值的最大值，由于直线𝑙𝑙在四棱锥中没有具体

的位置，所以点𝑄𝑄与平面𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄都无法在图中直接画出，在这里想运用空间想象能力构造出这个线面角比较困

难，所以我们通过构造空间向量来解决问题。这道题需要注意的一点是线面夹角正弦值就是平面方向向量与

法向量的余弦值，这是解题的关键一步，最后通过简单的计算就完成了解题。 
如果题中展现的几何体明显满足建系的条件，也就是有三条互相垂直的直线，那么这道题用构造向量的

方法是最方便的。对于空间想象能力较弱的学生来说，构造向量的方法更多地是需要学生进行代数运算，减

少了对空间几何的抽象思考。 
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2.3.2 在平面中构造向量 
平面向量是学生从数学启蒙到数学学科知识体系形成中第一次认识的既有大小又有方向的量，虽是初

次认识，但学生理解起来难度不算大。了解向量的几何背景和现实背景后，在解题中构造适当的向量可以是

问题解决起来更方便[4]。平面向量在高中数学中也是非常重要的一章，包括向量的模、向量的运算、向量基

本定理及坐标表示等知识，可以用来解决代数问题与几何问题。一些题目直接观察似乎与向量毫无关系， 
但往往通过构造向量使得题目更容易求解。因此学生通过练习，可以查漏补缺，也会使得自己的知识体系得

到健全[7]。 
例 7  设复数𝑧𝑧1，𝑧𝑧2满足|𝑧𝑧1| = |𝑧𝑧2| = 3, 𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 = √3 + 𝑖𝑖，则|𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2|=（     ） 
分析：题目要求可转化为𝑎⃗𝑎，𝑏𝑏�⃗满足|𝑎⃗𝑎| = �𝑏𝑏�⃗ � = 3，𝑎⃗𝑎 + 𝑏𝑏�⃗ = �√3，1�，求�𝑎⃗𝑎 − 𝑏𝑏�⃗ �. 

解  因为�𝑎⃗𝑎 + 𝑏𝑏�⃗ �
2

+ �𝑎⃗𝑎 − 𝑏𝑏�⃗ �
2

= 2 �|𝑎⃗𝑎|2 + �𝑏𝑏�⃗ �
2
�，所以4 + �𝑎⃗𝑎 − 𝑏𝑏�⃗ �

2
= 36，得到�𝑎⃗𝑎 − 𝑏𝑏�⃗ � = 4√2，即|𝑧𝑧1 −

𝑧𝑧2| = 4√2. 
本题属于复数有关的计算题。但是这道题看似简单，学生可以用最原始的方法，就是设出𝑧𝑧1，𝑧𝑧2的复数

一般形式，再根据题中所给条件，按照复数的模的定义以及实部和虚部的对应关系，计算出答案。但是对于

一道填空题来说，计算量偏大，所以我们用构造向量的方法来减少运算量，通过向量的模的运算解决问题，

既提高了解题效率，又有助于学生灵活转换思维。 
例 8  已知椭圆 

𝑥𝑥2

9
+
𝑦𝑦2

6
= 1,  

𝐹𝐹1，𝐹𝐹2为两个焦点，𝑂𝑂为原点，𝑃𝑃为椭圆上一点， 

cos∠𝐹𝐹1𝑃𝑃𝐹𝐹2 =
3
5

,  

则|𝑃𝑃𝑃𝑃| =（   ） 

𝐴𝐴.
2
5

                    𝐵𝐵.
√30

2
                    𝐶𝐶.

3
5

                    𝐷𝐷.
√35

2
 

解  由题意知，𝑎𝑎 = 3，𝑏𝑏 = √6，𝑐𝑐 = √3。 
因为 

|𝑃𝑃𝐹𝐹1| + |𝑃𝑃𝐹𝐹2| = 2𝑎𝑎 = 6                                                                           ①， 

所以在△𝑃𝑃𝐹𝐹1𝐹𝐹2中，由余弦定理知， 

|𝑃𝑃𝐹𝐹1|2 + |𝑃𝑃𝐹𝐹2|2 − 2|𝑃𝑃𝐹𝐹1||𝑃𝑃𝐹𝐹2| cos∠𝐹𝐹1𝑃𝑃𝐹𝐹2 = |𝐹𝐹1𝐹𝐹2|2,  

又|𝐹𝐹1𝐹𝐹2| = 2𝑐𝑐 = 2√3， 
所以 

|𝑃𝑃𝐹𝐹1|2 + |𝑃𝑃𝐹𝐹2|2 −
6
5

|𝑃𝑃𝐹𝐹1||𝑃𝑃𝐹𝐹2| = 12                                                                 ② 

联立①②，解得 

|𝑃𝑃𝐹𝐹1||𝑃𝑃𝐹𝐹2| =
15
2

, |𝑃𝑃𝐹𝐹1|2 + |𝑃𝑃𝐹𝐹2|2 = 21,  

而 

𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ =
1
2
�𝑃𝑃𝐹𝐹1�������⃗ + 𝑃𝑃𝐹𝐹2�������⃗ �,  

所以 
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|𝑃𝑃𝑃𝑃| = �𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ � =
1
2
�𝑃𝑃𝐹𝐹1�������⃗ + 𝑃𝑃𝐹𝐹2�������⃗ �,  

即 

�𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ � =
1
2
��𝑃𝑃𝐹𝐹1�������⃗ �

2
+ 2𝑃𝑃𝐹𝐹1�������⃗ ∙ 𝑃𝑃𝐹𝐹2�������⃗ + �𝑃𝑃𝐹𝐹2�������⃗ �

2
=

1
2
�21 + 2 ×

3
5

×
15
2

=
√30

2
. 

故选𝐵𝐵. 
本题属于圆锥曲线中线段求值问题，按照常规方法来做的话，利用题中所给的一个角的余弦值，设未知

量将其所在三角形的边表示出来，建立方程求出未知量，得到三条边的具体长度，再设点𝑃𝑃的坐标，用两种

方法表示出△𝑃𝑃𝐹𝐹1𝐹𝐹2的面积，求出点𝑃𝑃的纵坐标，再将其带入椭圆方程，求出横坐标，最后用两点间距离公

式算出𝑃𝑃𝑃𝑃的长度。这种完全在平面几何中解题的方法计算量较大，较繁琐。如果想到构造向量的方法，就

不需要考虑求出𝑃𝑃𝐹𝐹1，𝑃𝑃𝐹𝐹2的长度，根据题设条件得出两条边长度之积以及平方和，利用向量中线公式与向

量的模的运算就能求出答案。 
在平面中构造向量，并不是说只要学生知道这种方法适用的固定题型，就能快速构造出向量来解题，而

是学生根据题目条件，联想到了有关向量的知识，所以就想到用构造向量的方法。能用这个方法解决的题目

往往蕴含着与向量有关的信息，比如看到复数的模，想到向量的模、坐标表示等知识点。 
2.4 构造图形 
在几何学中，构造图形是一种极具意义和价值的方法，主要是通过一系列精确的方法和步骤，根据给定

的条件和要求，运用几何知识和工具，构造出各种具有特定特征和性质的图形。 
在平面中，可以利用直尺和圆规，从最基本的点、线、面开始，逐步构建出三角形、四边形、圆形等各

种常见的平面图形。这些图形的构造过程需要严密的逻辑思维和精准的操作，每一个步骤都需要遵循特定的

几何定理和法则。 
在三维空间中，构造图形则更加复杂和富有挑战性。需要综合考虑多个因素，如空间位置、角度、长度

等，运用立体几何的相关证明知识和技巧，在棱柱、棱锥、球体等各种立体图形中构造出辅助线、辅助面等

提高解题效率。通过构造图形，我们能够更直观地理解空间中物体的形状、结构和性质，从而进一步推进立

体几何的研究和应用。 
例 9  如图 2-4，在三棱锥𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵中，平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴，𝑂𝑂为𝐵𝐵𝐵𝐵的中点。 
（1）证明：𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐶𝐶𝐶𝐶； 
（2）若△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂是边长为2的等边三角形，点𝐸𝐸在棱𝐴𝐴𝐴𝐴上，𝐷𝐷𝐷𝐷 = 2𝐸𝐸𝐸𝐸且二面角𝐸𝐸 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐷𝐷的大小为45°，

求三棱锥𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵的体积。 

 

图 2-4  三棱锥 

证  （1） 在△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，因为𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴，𝑂𝑂为𝐵𝐵𝐵𝐵的中点，所以𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 
又平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∩平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐵𝐵，𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊂平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴， 
所以𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，又𝐶𝐶𝐶𝐶 ⊂平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，所以𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐶𝐶𝐶𝐶. 
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图 2-5  二面角辅助线 

（2）如图 2-5，在△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中，过𝐸𝐸作𝐸𝐸𝐸𝐸∥𝐴𝐴𝐴𝐴交𝐵𝐵𝐵𝐵于𝑁𝑁，则由𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵得𝐸𝐸𝐸𝐸 ⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵. 
因为𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊂平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，所以𝐸𝐸𝐸𝐸 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 
因为𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 = 2，所以∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 90°，即𝐷𝐷𝐷𝐷 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 
在△𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵中，过𝑁𝑁作𝑁𝑁𝑁𝑁∥𝐶𝐶𝐶𝐶交𝐵𝐵𝐵𝐵于𝑀𝑀，则𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 
连接𝐸𝐸𝐸𝐸，因为𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥ 𝐸𝐸𝐸𝐸，𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥ 𝑁𝑁𝑁𝑁，𝐸𝐸𝐸𝐸 ∩ 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁， 
所以𝐵𝐵𝐵𝐵 ⊥平面𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸，又𝐸𝐸𝐸𝐸 ⊂平面𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸，所以𝐸𝐸𝐸𝐸 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵. 
故∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸为二面角𝐸𝐸 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐷𝐷的平面角。 
又知二面角𝐸𝐸 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐷𝐷的大小为45°， 
所以∠𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 45°，△𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸为等腰直角三角形。 
又由𝐷𝐷𝐷𝐷 = 2𝐸𝐸𝐸𝐸得𝐷𝐷𝐷𝐷 = 2𝑁𝑁𝑁𝑁，所以𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2

3
𝐶𝐶𝐶𝐶 = 4

3
= 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑁𝑁𝑁𝑁，𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 = 2.  

于是𝑉𝑉𝐴𝐴−𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 = 1
3
𝑆𝑆△𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1

3
× 1

2
× 2 × 2√3 × 2 = 4√3

3
. 

故三棱锥𝐴𝐴 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵的体积为
4√3
3

. 

本题属于立体几何的证明与计算的综合题，而构造辅助线是立体几何解题中常用的方法。本题的第二小

题应用了构造图形的方法来解题，要求三棱锥的体积，我们需要求其底面积和高，由题中已知的边的长度，

底面积很容易求得，那么三棱锥的高就根据题中所给的二面角来求，所以由二面角的定义构造一些辅助线形

成一个直角三角形，由已知的二面角度数算出直角三角形的边长，求得三棱锥的高，最后由三棱锥的体积公

式求得体积。 
一般立体几何大题的计算题都会优先选择构造向量的方法，但是在这道题中，由于平面𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴⊥平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵，

而且平面𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵是底面，所以在图形中直接画出二面角的平面角比较方便。通过简单的计算就能求出所需的线

段长度，比构造向量法更高效。 
例 10  已知向量𝑎⃗𝑎，𝑏𝑏�⃗满足|𝑎⃗𝑎| = 2，且𝑏𝑏�⃗与𝑏𝑏�⃗ − 𝑎⃗𝑎的夹角为30°，则|𝑏𝑏�⃗ |的最大值为          . 
解  如图 2-6 

 
图 2-6  例 10 
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构造三角形𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂，在△𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂中，令𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ = 𝑎⃗𝑎，𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ = 𝑏𝑏�⃗，则|𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ | = |𝑎⃗𝑎| = 2. 因为𝑏𝑏�⃗与𝑏𝑏�⃗ − 𝑎⃗𝑎的夹角为30°，所

以∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 = 30°.故点𝐴𝐴，𝑂𝑂，𝐵𝐵均在一个半径为𝑅𝑅的圆上，记圆心为𝐺𝐺. |𝑏𝑏�⃗ |的最大值即为圆𝐺𝐺的直径。 

由正弦定理可知， 

|𝑂𝑂𝑂𝑂�����⃗ |
sin∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂

=
2
1
2

= 4 = 2𝑅𝑅,  

所以|𝑏𝑏�⃗ |的最大值为4. 
本题看似考察的是求最值，实际上也考察了学生数形结合的能力，能否根据题设条件先自己构造出一个

三角形，利用向量的三角形法则将题设条件展现在直观的图形中。再结合三角形外接圆的相关知识，构造出

一个圆，而|𝑏𝑏�⃗ |也就转化为圆中一条弦的长度，显然直径是圆中最长的弦，所以由正弦定理我们可以快速求

出外接圆的直径，也就是|𝑏𝑏�⃗ |的最大值。由此可见，构造图形不仅局限于辅助线，还可以是三角形、甚至是圆

形。除了三角形的外接圆，看见直角或两直线垂直也可以联系圆的直径所对圆周角是90°，从而构造出一个

圆。 
如果学生没有想到构造圆，也可以直接在三角形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴中运用正弦定理先把|𝑏𝑏�⃗ |对应的线段表示出来，即

�𝑏𝑏�⃗ � = 4 sin∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂，而sin∠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 ≤ 1，所以得到�𝑏𝑏�⃗ � ≤ 4.但是通过构造圆，为解决求最值的问题提供了一种新

的思路，也是一种比较巧妙的方法，有助于提升学生在解题过程中挖掘隐藏条件的能力。 
3 结论 
通过研究对构造法在高中数学各种题型中的应用，我们可以发现构造法作为一种常用的数学方法，在运

用的过程中可以带动多种数学思想的融合发展，例如化归与转化思想，类比思想，建模思想等等。并且高中

生在解题中多运用构造法解题有助于发展思维能力，综合应用所学知识提高解题效率。因此本文的第一部分

是应用构造法的价值与意义，简单地从四个方面说明了其意义与价值，应用构造法不仅在解题方面对学生有

直接的影响，即拓宽解题思路，提高解题效率，而且在思维、知识、素养方面也有间接的影响。第二部分从

高中数学中常见的构造法出发，对构造函数、构造方程、构造向量、构造图形这几种方法的含义和具体应用

的解题步骤展开分析，每一种构造法都用一个具体的例子来说明清楚，用较为通俗的语言讲述解题的要点与

步骤，更有助于读者对构造法的理解。 
上述例子都在说明在面对按照定向，按照常规难以解决的情况下做出改变，开拓更多的数学解题思维，

降低题目的难度，使抽象的数学题目变得更加直观具象，单一型转变为多角度，有效提高数学解题的效率[8]。 
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