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统一框架下常见分布的参数估计及其优良性分析 

——数理统计课程的教学补充 

陈 银 

扬州大学数学学院  江苏扬州 

【摘要】参数估计的优良性是数理统计学中的核心问题，直接关系到统计推断的可靠性与决策质量。在

统一框架下，本文逐一推导了常见分布（二项分布，泊松分布，正态分布，指数分布）的参数的最大似然估

计（MLE）和矩估计（ME）这两种估计量的解析表达式，并基于无偏性准则和相合性准则对其进行了系统

比较。主要结果表明：二项分布和泊松分布中参数的 MLE 与 ME 均为无偏且相合；正态分布的参数 μ 的

MLE 与 ME 均为无偏且相合的，参数 2 的 MLE 与 ME 为相合但有偏的；指数分布的参数 λ 的 MLE 与 ME

是相合但有偏的。本研究为常见分布参数估计方法的选择提供了理论依据，亦可供数理统计教学参考。 
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Optimality analysis of parameter estimation for common distributions under a unified framework: A 

teaching supplement for mathematical statistics courses 

Yin Chen 
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【Abstract】The optimality properties of parameter estimation are central topic in mathematical statistics as it 

directly affects the reliability of statistical inference and the quality of decision-making. Within a unified framework, 

this paper derives step by step the formulas for both the maximum likelihood estimators (MLE) and the moment 

estimators (ME) of the parameters of several common distribution (binomial, Poisson, normal, and exponential 

distributions) and systematically compares them based on the criteria of unbiasedness and consistency. The main 

results show that for the binomial and Poisson distributions, both MLE and ME of their parameters are unbiased and 

consistent; for the normal distribution, MLE and ME of the parameter μ are unbiased and consistent, whereas those 

of the parameter 2 are consistent but biased; for the exponential distribution, MLE and ME of the parameter λ is 

consistent but biased. This study provides a theoretical basis for choosing parameter estimation methods for common 

distributions and may also serve as a reference for the teaching of mathematical statistics. 

【Keywords】Binomial distribution; Poisson distribution; Normal distribution; Exponential distribution; 

Unbiasedness; Efficiency; Consistency 

 

1 引言 

1.1 研究背景 

参数估计是数理统计的核心问题之一，它的发展可以追溯到 18 世纪末，为解决天文观测中的误差问

题，德国数学家 Gauss 和法国数学家 Legendre 几乎同时独立提出了最小二乘法，通过使误差的平方和最小

来寻找参数的最佳估计，它主要用于线性统计模型中的参数估计问题。1894 年，英国统计学家 Pearson[12]

提出了矩估计法，主要思想是用样本矩去替换总体矩，从而估计出未知参数。这种方法计算简单，是早期

的系统性估计方法之一。1912 年，英国统计学家 Fisher[5]，创造性地提出了最大似然估计法（MLE），引
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入“似然”概念，认为能使得当前样本出现概率最大的那个参数值，就是最合理的估计。之后 Fisher[6]还系

统提出了估计量的一致性、充分性、有效性等评价标准，他认为一个好的估计量应能充分利用样本信息，

其渐近方差应达到一个理论下界，从而定义了 Fisher 信息量[7]。这一思想将统计推断从特定方法提升到了

普遍原理的高度。随后在 Fisher 的理论基础上，Cramér[3]和 Rao[13]在 1940 年代中期独立地将其精确化，证

明了任何无偏估计量的方差下界是 Fisher 信息量的倒数。这一结果将“有效性”这一优良性准则铸造成了

一个可计算的数学工具，成为判别最优无偏估计的“黄金标准”。但是 Cramér-Rao 下界并不总能达到。

Lehmann-Scheffé[10,11]在 1950 年代利用充分完备统计量，给出了寻找最小方差无偏估计（UMVUE）的系统

性方法（Lehmann-Scheffé 定理）。这标志着对于“无偏”这一准则，理论达到了完善。与此同时，人们也

认识到，固守无偏性有时会导致荒谬的估计，当有限样本最优难以企及，渐近理论成为主流，优良性标准

转向相合性和渐近效率。Fisher 最初关于 MLE 渐近有效的猜想，由 Cramér[3]、Wald[15]等人得到严格证明。

Hájek[8]在 1970 年建立的卷积定理和局部渐近极小极大定理，为渐近有效估计的方差下界提供了决策论基

础。1964 年 Huber[8]提出了稳健估计理论，当数据有微小污染时，对理想模型最优的估计可能会急剧恶化。

这拓展了优良性的维度，要求在理想模型下的效率与模型偏离时的稳定性之间做出权衡。当参数维数远超

样本量时，经典理论不再适用，1996 年 Tibshirani[14]提出 Lasso 等正则化方法，通过有偏估计换取方差的大

幅降低，实现了变量选择和参数估计的同时进行。2001 年 Fan-Li[4]提出 SCAD 惩罚函数，2006 年 Zou[17]提

出的自适应 Lasso，系统地研究并实现了变量选择的 Oracle 性质，重新定义了高维下的渐近有效性。2014

年前后，Zhang-Zhang[16]等人发展的去偏 Lasso 技术，构造了渐近正态的估计量，从而使得在高维下进行单

参数的假设检验和构造置信区间成为可能，这极大地拓展了 Hájek 推断理论的边界。这些参数估计的新理

论提出和技术运用，使得参数估计从寻找单一“最优”解，逐步演变为一个在偏差与方差、效率与稳健、

精度与隐私、最优性与可计算性等多重约束下进行适应性选择的复杂决策体系。“优良性”的内涵本身，

也在这一历程中被不断丰富和重新定义。 

鉴于此，在目前数理统计的教材中虽有个别分布的优良性结果，但缺少系统性横向比较。因此，在本文

中，我们将四类常见分布，包括二项分布，泊松分布，正态分布，指数分布的参数估计方法纳入统一分析框

架，并进行具体分析参数估计的优良性。首先，我们先给出一些参数估计的基本定义和优良性判定。 

1.2 预备知识 

定义 1.1[1]：设𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑛为来自总体𝑋，分布为𝐹(𝑥；𝜃)的一组简单随机样本，𝜃𝑛 = 𝜃𝑛(𝑋1，𝑋2，

⋯，𝑋𝑛)为未知数𝜃的一个估计量，称𝐵𝑖𝑎𝑠(𝜃𝑛) ≜ 𝐸(𝜃𝑛) − 𝜃为参数𝜃估计的偏差 . 若𝐵𝑖𝑎𝑠(𝜃𝑛) = 0，即

𝐸(𝜃𝑛) = 𝜃，则称𝜃𝑛为参数𝜃的无偏估计。 若 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐸(𝜃𝑛) = 𝜃，则称𝜃𝑛为参数𝜃的渐进无偏估计。 

定义 1.2[1]：设𝜃1 = 𝜃1(𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑛)，𝜃2 = 𝜃2(𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑛)都是𝜃的无偏估计量，若有

( ) ( )1 2
ˆ ˆVar Var  ，则称 1̂ 较 2̂ 更有效。 

定义 1.3[1]：设𝜃𝑛 = 𝜃(𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑛)为未知数𝜃的一个估计量，如果当𝑛 → ∞时，𝜃𝑛依概率收敛于𝜃，

即任给𝜀 > 0，有 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃{|𝜃𝑛 − 𝜃| < 𝜀} = 1，则称𝜃𝑛为参数𝜃的相合估计。 

定理 1.1[2]：𝜃𝑛 = 𝜃𝑛(𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑛)为未知参数𝜃的估计量，且有： 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐸(𝜃𝑛) = 𝜃， 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜃𝑛) = 0， 

即𝜃𝑛为渐进无偏估计且方差趋于 0，则𝜃𝑛为未知参数𝜃的相合估计。 

2 常见分布的参数估计的其优良性 

2.1 二项分布的参数估计 

命题 2.1.1：二项分布𝑋~𝐵(𝑛，𝑝)，𝑝为未知参数，最大似然估计𝑝̂𝑀𝐿𝐸 =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁𝑛
和矩估计𝑝̂𝑀𝐸 =

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑛𝑁
。 
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证明：随机变量𝑋~𝐵(𝑛，𝑝)，𝑝为未知参数，取总体𝑋的样本𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑁，它们独立同分布于

𝐵(𝑛，𝑝)，样本容量为𝑁，则似然函数为： 

𝐿(𝑝) =∏(
𝑛

𝑋𝑖
) 𝑝𝑋𝑖(1 − 𝑝)𝑛−𝑋𝑖

𝑁

𝑖=1

， 𝑖 = 1，2，⋯，𝑁 

对数似然函数为： 

𝑙𝑛𝐿(𝑝) =∑𝑙𝑛 (
𝑛

𝑋𝑖
) +

𝑁

𝑖=1

𝑋𝑖𝑙𝑛𝑝 + (𝑛 − 𝑋𝑖) ln(1 − 𝑝) 

求解： 

𝑑

𝑑𝑝
𝑙𝑛𝐿(𝑝) =∑

𝑋𝑖
𝑝

𝑁

𝑖=1

−
𝑛 − 𝑋𝑖
1 − 𝑝

= 0 

解得： 

𝑝̂𝑀𝐿𝐸 =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑛𝑁
 

对于矩估计，由𝜇1 = 𝐸𝑋 = 𝑛𝑝，则令： 

𝐸𝑋 = 𝑛𝑝 = 𝑋̅ =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
 

解得𝑝的矩估计为： 

𝑝̂𝑀𝐸 =
𝑋̅

𝑛
=
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑛𝑁
 

命题 2.1.2 在二项分布中，最大似然估计𝑝̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝑝̂𝑀𝐸均是无偏估计量。 

证明 由 𝑝̂𝑀𝐿𝐸 = 𝑝̂𝑀𝐸 =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁𝑛
，则： 

𝐸(𝑝̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝑝̂𝑀𝐸) = 𝐸 (
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁𝑛
) =

∑ 𝐸(𝑋𝑖)
𝑁
𝑖=1

𝐸(𝑁𝑛)
=
𝑁𝑛𝑝

𝑁𝑛
= 𝑝 

因此最大似然估计𝑝̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝑝̂𝑀𝐸是二项分布的无偏估计量。 

命题 2.1.3 在二项分布中，最大似然估计𝑝̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝑝̂𝑀𝐸均是相合估计量。 

证明：由 

𝐸(𝑝̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝑝̂𝑀𝐸) = 𝑝， 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝑝̂𝑀𝐿𝐸) = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝑝̂𝑀𝐸) = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑝(1 − 𝑝)

𝑁𝑛
= 0 

则最大似然估计𝑝̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝑝̂𝑀𝐸是二项分布的相合估计量。 

2.2 泊松分布的参数估计 

命题 2.2.1 泊松分布𝑋~𝑃(𝜆)，𝜆为未知参数，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸 =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
和矩估计𝜆̂𝑀𝐸 =

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
。 

证明：随机变量𝑋~𝑃(𝜆)，𝜆为未知参数，取总体𝑋的样本𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑁，它们独立同分布于𝑃(𝜆)，样

本容量为𝑁，则似然函数为： 

𝐿(𝜆) =∏𝑃（𝑋𝑖；𝜆） =∏
𝑒−𝜆𝜆𝑋𝑖

𝑋𝑖!

𝑁

𝑖=1

𝑁

𝑖=1

，𝑖 = 1，2，⋯，𝑁 

对数似然函数为： 
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𝑙𝑛𝐿（𝜆） = −𝑁𝜆 +∑𝑋𝑖 𝑙𝑛(𝜆)

𝑁

𝑖=1

−∑𝑙𝑛 （

𝑁

𝑖=1

𝑋𝑖!） 

求解： 

𝑑

𝑑𝜆
𝑙𝑛𝐿(𝜆) = −𝑁 +

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝜆
= 0 

得到： 

𝜆̂𝑀𝐿𝐸 =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
 

对于矩估计，由𝜇1 = 𝐸𝑋 = 𝜆，则令： 

𝐸𝑋 = 𝜆 = 𝑋̅ =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
 

解上述方程，得𝜆的矩估计为： 

𝜆̂𝑀𝐸 = 𝑋̅ =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
 

命题 2.2.2 在泊松分布中，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸是无偏估计量。 

证明 由𝜆̂𝑀𝐿𝐸 = 𝜆̂𝑀𝐸 = 𝑋̅ =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
，则 

𝐸(𝜆̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝐸 (
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
) =

∑ 𝐸(𝑋𝑖)
𝑁
𝑖=1

𝑁
 

又因为𝐸(𝑋𝑖) = 𝜆，所以： 

𝐸(𝜆̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝜆̂𝑀𝐸) =
𝑁𝜆

𝑁
= 𝜆 

因此，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸是泊松分布的无偏估计量。 

命题 2.2.3 在泊松分布中，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸都是相合估计。 

证明：由 

𝐸(𝜆̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝜆， 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜆̂𝑀𝐿𝐸) = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝜆

𝑁
= 0 

因此，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸泊松分布的相合估计量。 

2.3 正态分布的参数估计 

命题 2.3.1 正态分布𝑋~𝑁(𝜇，𝜎2)，𝜇，𝜎2为未知参数，最大似然估计𝜇̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜇̂𝑀𝐸 = 𝑋̅ = 𝜇̂𝑀𝐿𝐸，

最大似然估计𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 和矩估计𝜎̂𝑀𝐸

2 =
∑ (𝑋𝑖−𝑋̅)

2𝑁
𝑖=1

𝑁
= 𝜎̂𝑀𝐿𝐸

2 。 

证明：随机变量𝑋~𝑁(𝜇，𝜎2)，𝜇，𝜎2为未知参数，取总体𝑋的样本𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑁，它们独立同分布

于𝑁(𝜇，𝜎2)，样本容量为𝑁，则似然函数为： 

𝐿(𝜇，𝜎2) =∏
1

√2𝜋𝜎
𝑒
−
(𝑋𝑖−𝜇)

2

2𝜎2

𝑁

𝑖=1

= (2𝜋𝜎2)−
𝑁

2 exp {−
1

2𝜎2
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)

2

𝑁

𝑖=1

} 

对数似然函数为： 

𝑙𝑛𝐿 = −
𝑁

2
𝑙𝑛(2𝜋𝜎2) −

1

2𝜎2
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)

2

𝑁

𝑖=1
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求解： 

{
  
 

  
 
𝜕𝑙𝑛𝐿

𝜕𝜇
=
1

𝜎2
(∑𝑋𝑖

𝑁

𝑖=1

− 𝑁𝜇) = 0，

𝜕𝑙𝑛𝐿

𝜕𝜎2
= −

𝑁

2𝜎2
+

1

2(𝜎2)2
∑(𝑋𝑖 − 𝜇)

2

𝑁

𝑖=1

= 0，

 

得到： 

{
𝜇̂𝑀𝐿𝐸 = 𝑋̅，

𝜎̂2𝑀𝐿𝐸 =
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)

2𝑁
𝑖=1

𝑁

 

由𝜇1 = 𝐸𝑋 = 𝜇，𝜇2 = 𝐸𝑋
2 = 𝜇2 + 𝜎2，则： 

{
𝜇 = 𝑋̅，

𝜇2 + 𝜎2 =
∑ 𝑋𝑖

2𝑁
𝑖=1

𝑁

 

解上述方程组，得𝜇和𝜎2的矩估计分别为： 

𝜇̂𝑀𝐸 = 𝑋̅， 𝜎̂𝑀𝐸
2 =

∑ 𝑋𝑖
2𝑁

𝑖=1 − 𝑋̅2

𝑁
=
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)

2𝑁
𝑖=1

𝑁
 

命题 2.3.2 在正态分布中，最大似然估计𝜇̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜇̂𝑀𝐸是𝜇的无偏估计量，但最大似然估计𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 和

矩估计𝜎̂𝑀𝐸
2 是𝜎2的有偏估计量。 

证明：由𝜇̂𝑀𝐿𝐸 = 𝜇̂𝑀𝐸 = 𝑋̅，𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 = 𝜎̂𝑀𝐸

2 =
∑ (𝑋𝑖−𝑋̅)

2𝑁
𝑖=1

𝑁
=

(𝑁−1)𝑆2

𝑁
，其中𝑆2 =

∑ （𝑋𝑖−𝑋̅）
2𝑁

𝑖=1

𝑁−1
为样本方差，则： 

𝐸(𝜇̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝜇̂𝑀𝐸) = 𝐸(𝑋̅) = 𝜇 

又因为由于
(𝑁−1)𝑆2

𝜎2
服从自由度为𝑁 − 1的卡方分布，则𝐸(𝑆2) = 𝜎2，𝐸(𝜎̂𝑀𝐿𝐸

2 ) = 𝐸(𝜎̂𝑀𝐸
2 ) = 𝐸 (

(𝑁−1)𝑆2

𝑁
) =

(𝑁−1)𝜎2

𝑁
≠ 𝜎2，因此，最大似然估计𝜇̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜇̂𝑀𝐸是正态分布中𝜇的无偏估计量，但最大似然估计𝜎̂𝑀𝐿𝐸

2 和

矩估计𝜎̂𝑀𝐸
2 是正态分布中𝜎2的有偏估计量。 

命题 2.3.3 在正态分布中，最大似然估计𝜇̂𝑀𝐿𝐸，𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 和矩估计𝜇̂𝑀𝐸，𝜎̂𝑀𝐸

2 是相合估计量。 

证明 由𝐸(𝜇̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝜇̂𝑀𝐸) = 𝐸(𝑋̅) = 𝜇，则： 

𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝐸(𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 ) = 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
𝐸(𝜎̂𝑀𝐸

2 ) = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

(𝑁 − 1)𝜎2

𝑁
= 𝜎2 

又因为： 

𝑉𝑎𝑟(𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 ) = 𝑉𝑎𝑟(𝜎̂𝑀𝐸

2 ) = 𝑉𝑎𝑟 (
∑ (𝑋𝑖 − 𝑋̅)

2𝑁
𝑖=1

𝑁
) = 𝑉𝑎𝑟 (

(𝑁 − 1)𝑆2

𝑁
) 

=
(𝑁 − 1)2

𝑁2
𝑉𝑎𝑟𝑆2 =

2𝜎4(𝑁 − 1)2

𝑁2(𝑁 − 1)
=
2𝜎4(𝑁 − 1)

𝑁2
 

则有： 

𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜇̂𝑀𝐿𝐸) = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜇̂𝑀𝐸) = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝑉𝑎𝑟(𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 ) = 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
𝑉𝑎𝑟(𝜎̂𝑀𝐸

2 ) = 0 

因此，最大似然估计𝜇̂𝑀𝐿𝐸，𝜎̂𝑀𝐿𝐸
2 和矩估计𝜇̂𝑀𝐸，𝜎̂𝑀𝐸

2 是正态分布的相合估计量。 
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2.4 指数分布的参数估计 

命题 2.4.1 指数分布𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)，𝜆为未知参数，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸 =
∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
和矩估计𝜆̂𝑀𝐸 =

N

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

. 

证明 随机变量𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)，𝜆为未知参数，取总体𝑋的样本设𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑛，它们独立同分布于𝐸𝑥𝑝(𝜆)，

样本容量为𝑁，则似然函数为： 

𝐿(𝜆) =∏𝜆𝑒−𝜆𝑋𝑖

𝑁

𝑖=1

 

对数似然函数为： 

𝑙𝑛𝐿(𝜆) = −𝜆∑𝑋𝑖 + 𝑁𝑙𝑛(𝜆)

𝑁

𝑖=1

 

求解： 

𝑑𝑙𝑛𝐿(𝜆)

𝑑𝜆
= −∑𝑋𝑖 + 𝑁

1

𝜆
= 0

𝑁

𝑖=1

 

得到： 

𝜆̂𝑀𝐿𝐸 =
1

𝑋̅
=

N

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

 

由𝐸𝑋 =
1

𝜆
，则令： 

𝐸𝑋 =
1

𝜆
= 𝑋̅ =

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

𝑁
 

求解𝜆的矩估计为： 

𝜆̂𝑀𝐸 =
1

𝑋̅
=

N

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

 

命题 2.4.2 在指数分布中，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸是有偏估计量。 

证明：由𝜆̂𝑀𝐿𝐸 = 𝜆̂𝑀𝐸 =
1

𝑋̅
=

N

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

，令𝑌𝑁 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁，又𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆) = 𝛤（𝜆，1），由Γ分布的

可加性，则𝑌𝑁~𝛤（𝜆，N），且： 

𝑓𝑌𝑁(𝑥) = {

𝜆𝑁

𝛤(𝑁)
𝑥𝑁−1𝑒−𝜆𝑥，𝑥 > 0

0，                           𝑥 ≤ 0

 

令𝑍𝑁 =
1

𝑌𝑁
，则𝐹𝑍𝑁(𝑧) = 𝑃(𝑍𝑁 ≤ 𝑧) = 𝑃 (

1

𝑌𝑁
≤ 𝑧)，由𝑋1，𝑋2，⋯，𝑋𝑁 > 0，则𝑌𝑁 > 0，故𝑧 ≤ 0时，

𝐹𝑍𝑁(𝑧) = 𝑃 (
1

𝑌𝑁
≤ 𝑧) = 𝑃(∅) = 0；𝑧 > 0时，𝐹𝑍𝑁(𝑧) = 𝑃（𝑌𝑁 ≥

1

𝑧
） = ∫ 𝑓𝑌𝑁(𝑥)

+∞
1

𝑧

𝑑𝑥 = ∫
𝜆𝑁

𝛤(𝑁)
𝑥𝑁−1𝑒−𝜆𝑥

+∞
1

𝑧

𝑑𝑥。 

因此： 

𝑓𝑍𝑁(𝑧) = {
𝑒−

𝜆

𝑧
𝜆𝑁

𝛤(𝑁)𝑧𝑁+1
，𝑧 > 0

0，                          𝑧 ≤ 0

 

则有： 

𝐸(𝜆̂𝑀𝐿𝐸) = 𝐸(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝐸 (
𝑁

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

) = 𝑁𝐸(𝑍𝑁) = 𝑁∫ 𝑧𝑓𝑍𝑁(𝑧)
+∞

−∞

𝑑𝑧 
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= 𝑁∫ 𝑒−
𝜆

𝑧
𝜆𝑁

𝛤（𝑁）

1

𝑧𝑁

+∞

0

𝑑𝑧 = 𝑁𝜆
𝛤（𝑁 − 1）

𝛤（𝑁）
=

𝑁𝜆

𝑁 − 1
 

因此，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸是指数分布的有偏估计量。 

命题 2.4.3 在指数分布中，最大似然估计𝜆̂𝑀𝐿𝐸和矩估计𝜆̂𝑀𝐸是相合估计量。 

证 明 ： 由 𝜆̂𝑀𝐿𝐸 = 𝜆̂𝑀𝐸 =
1

𝑋̅
=

N

∑ 𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1

， 𝐸 (𝜆̂𝑀𝐿𝐸
2
) = 𝐸 (𝜆̂𝑀𝐸

2
) = 𝑁2𝐸(𝑍𝑁

2) = 𝑁2 ∫ 𝑧2𝑓𝑍𝑁(𝑧)
+∞

−∞
𝑑𝑧 =

𝑁2 ∫ 𝑒−
𝜆

𝑧
𝜆𝑁

𝛤(𝑁)

1

𝑧𝑁−1
+∞

0
𝑑𝑧 = 𝑁2𝜆2

𝛤（𝑁−2）

𝛤（𝑁）
=

𝑁2𝜆2

（𝑁−1）（𝑁−2）
， 则 有 ： 𝑉𝑎𝑟(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝐸 (𝜆̂𝑀𝐸

2
) − 𝐸(𝜆̂𝑀𝐸)

2
=

𝑁2𝜆2

(𝑁−1)(𝑁−2)
−

𝑁2𝜆2

(𝑁−1)2
，此外：𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
𝐸(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞

𝑁𝜆

𝑁−1
= 𝜆， 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
𝑉𝑎𝑟(𝜆̂𝑀𝐸) = 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞

𝑁2𝜆2

(𝑁−1)(𝑁−2)
−

𝑁2𝜆2

(𝑁−1)2
= 0，因此，

𝜆̂𝑀𝐿𝐸和 𝜆̂𝑀𝐸是指数分布的相合估计量。 

3 结论与展望 

结合上一节内容，我们进行对比不同分布的参数估计的优良性结果。首先，在二项分布𝑋~𝐵(𝑛，𝑝)，参

数 p 的 MLE 与 ME 相同，均为无偏且相合的。在泊松分布𝑋~𝑃(𝜆)中，参数 λ 的 MLE 与 ME 相同，均为无

偏且相合的。从而在实际问题中，符合二项分布和泊松分布的模型，可以采用收集大量样本，计算样本矩来

近似代替参数真值。 

在正态分布𝑋~𝑁(𝜇，𝜎2)中，参数 μ 的 MLE 与 ME 相同，均为无偏且相合的；参数 2 的 MLE 与 ME

相同，均为相合但有偏的，实际上有偏性，是因为在估计方差时，我们不知道真实的均值 μ，只能用样本均

值 X 去替代，而这个替代过程“消耗”了一个自由度，导致估计值系统性地偏小。另一方面，样本方差

2 2

1

( ) 1
n

i i

i

S X X n
=

= − − ，且 2 2( )E S = ， 2S 就是参数 2 的一个无偏估计。若进一步计算均方误差，我们

发现： 

2 2 2 2

1

( ) ( ) ( ( ) ) ( )
n

MLE ME i i

i

Var Var Var X X n Var S 
=

= = −   

即 2 2
MLE ME = 的均方误差比样本方差 2S 的均方误差来的小，因此参数 2 的 MLE 与 ME 虽然是有偏

的，但更有效，更稳定；因此在样本量较小时，我们优先选择作 2 2
MLE ME = 为参数 2 的估计，而当样本

量 N 足够大时，样本方差 2S 与 2 2
MLE ME = 相差不大，也可作为参数 2 的估计。 

在指数分布𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)中，参数𝜆的 MLE 和 ME 相同，均是是相合但有偏的。根据命题 2.4.2，有偏性

是指系统性地偏大，这主要是因为 ˆ ˆ 1MLE ME X = = 是样本均值的倒数，利用凸函数的性质，有 Jensen 不等

式 ,( ) )ˆ ˆ( (1 ) 1 ( )MLE MEE E E X E X  = =  = 从而参数𝜆的 MLE 和 ME 是有偏估计。此外若对 ˆ ˆ
MLE ME = 进

行系数修正（乘以 1N
N

− ），则 ˆ ˆ( 1 ) ( 1 )MLE MLEE N N E N N  − = − = ，且： 

2

2 21 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
2

MLE MLE MLE MLE

N N N
Var E E Var

N N N N
    

− − −   
= − =     −   

 

故
1 ˆ

MLE

N

N


−
是一个无偏估计，且比 ˆ

MLE 更稳定有效。这在现有教材往往仅给出结论而缺少细节推导。

本文旨在填补这一教学与参考层面的空缺。此外，在进行参数优良性判定时，不能只看一个维度，需要把无

偏性，稳定性，相合性结合在一起。在以上例子中，从均方误差角度看，有些参数估计是有偏的但是更稳定，

有的则相反，因此“有偏估计与无偏估计的权衡”是一个复杂更深层次的问题，值得进一步探讨。 
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