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任意三角剖分的退化度都是 5 的平面图的构造 
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【摘要】Bickle 在研究平面图三角剖分的退化度时，提出如下问题：给定整数𝑘𝑘,𝑙𝑙，是否存在退化度为𝑘𝑘
的平面图𝐺𝐺，使得𝐺𝐺的任意三角剖分都有退化度𝑙𝑙，其中 0≤𝑘𝑘≤5，3≤𝑙𝑙≤5。对于上述问题，除了(𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(2,5)和
(𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(3,5)两种情形外，Bickle 确定了其它所有情形。在本文中，我们肯定地回答(3,5)这种情形：证明存在一

个 3-退化平面图𝐺𝐺，使得𝐺𝐺的每一个三角剖分的退化度都是 5。 
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A construction of a graph whose every triangulation has degeneracy 5 
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【Abstract】When studying the degeneracy of triangulations of plane graphs, Bickle asked whether there exists 
a plane graph 𝐺𝐺 of degeneracy 𝑘𝑘 such that every triangulation of 𝐺𝐺 has degeneracy 𝑙𝑙, where 0≤𝑘𝑘≤5 and 3≤𝑙𝑙≤5. 
Except for the cases (𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(2,5) and (𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(3,5), the problem has been completely resolved. In this paper, we answer 
the case (3, 5) affirmatively. More precisely, we construct a 3-degenerate plane graph 𝐺𝐺 and prove that every 
triangulation of 𝐺𝐺 contains a 5-core. Consequently, every triangulation of 𝐺𝐺 has degeneracy 5. 
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1 引言 
本文只考虑有限简单图。文中未提到的定义和符号参照文献[6]。对图𝐺𝐺，用𝑉𝑉(𝐺𝐺)与𝐸𝐸(𝐺𝐺)分别表示其顶点

集和边集，𝛿𝛿(𝐺𝐺)表示最小度。若𝑆𝑆 ⊆ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)，则𝐺𝐺[𝑆𝑆]表示由𝑆𝑆诱导的子图。设𝑘𝑘为非负整数。若图𝐺𝐺的任意非空

子图𝐻𝐻都满足𝛿𝛿(𝐻𝐻) ≤ 𝑘𝑘，则称𝐺𝐺为𝑘𝑘-退化图[4,7]。使𝐺𝐺成为𝑘𝑘-退化图的最小非负整数称为𝐺𝐺的退化度，记为𝐷𝐷(𝐺𝐺)。
𝑘𝑘-退化图还有如下等价定义：𝐺𝐺为𝑘𝑘-退化图，当且仅当可以把其顶点排成序列𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … ,𝑣𝑣𝑛𝑛，其中𝑉𝑉(𝐺𝐺) =
{𝑣𝑣1,𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑛𝑛}，并且对任意𝑖𝑖，顶点𝑣𝑣𝑖𝑖在诱导子图𝐺𝐺[{𝑣𝑣𝑖𝑖 ,𝑣𝑣𝑖𝑖+1, … ,𝑣𝑣𝑛𝑛}]中的度数不超过𝑘𝑘。这样的序列称为𝐺𝐺的一

个𝑘𝑘-删除序列[2,5]。 
若图𝐺𝐺能画在平面上，使得其边只在公共端点处相交，则称𝐺𝐺为平面图。若平面图𝐺𝐺满足对任意𝑢𝑢,𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)

且𝑢𝑢𝑢𝑢 ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺)，图𝐺𝐺 + 𝑢𝑢𝑢𝑢都不是平面图，则称𝐺𝐺为极大平面图。当|𝑉𝑉(𝐺𝐺)| ≥ 3时，极大平面图的每个面都是三

角形。三角剖分平面图𝐺𝐺是指在不改变顶点集的条件下向𝐺𝐺添加边，使所得图成为极大平面图[3]。任意阶数

至少为4的极大平面图最小度至少为3，而任意平面图都有度数不超过5的顶点，因此极大平面图的退化度只

能为3,4,5。由此自然引出以下问题：给定平面图𝐺𝐺的退化度，能否控制其三角剖分的退化度？ 
Bickle[1]系统讨论了这类问题。对于 0≤𝑘𝑘≤5和 3≤𝑙𝑙≤5的情形，他给出了如下四个命题。 
命题 1：存在一个退化度为𝑘𝑘、阶数𝑛𝑛≥4 的平面图𝐺𝐺，使得𝐺𝐺存在一个退化度为𝑙𝑙的三角剖分。 
命题 2：对任意退化度为𝑘𝑘的平面图𝐺𝐺，𝐺𝐺的任意三角剖分的退化度均为𝑙𝑙。 
命题 3：对任意退化度为𝑘𝑘、阶数𝑛𝑛≥𝑓𝑓(𝑙𝑙)的平面图𝐺𝐺，𝐺𝐺存在一个退化度为𝑙𝑙的三角剖分，其中𝑓𝑓(3)=4，

𝑓𝑓(4)=6，𝑓𝑓(5)=12。 
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命题 4：存在一个退化度为𝑘𝑘、阶数𝑛𝑛≥6 的平面图𝐺𝐺，使得𝐺𝐺的任意三角剖分的退化度均为𝑙𝑙。 
上述四个命题的判定结果见表 1。表中 T 表示命题成立，F 表示命题不成立，?表示该情形在文献[1]中尚

未确定。由表 1 可见，命题 4 仅剩(𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(2,5)与(𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(3,5)两种情形未解决。本文证明其中(𝑘𝑘,𝑙𝑙)=(3,5)情形也成

立，即： 

 

表 1  命题 1–4 的真值表（据文献[1]） 

定理 1：存在一个平面图𝐺𝐺，满足𝐷𝐷(𝐺𝐺) = 3，且𝐺𝐺的任意三角剖分𝐻𝐻都满足𝐷𝐷(𝐻𝐻) = 5. 
2 预备知识 
定义 2.1：图𝐺𝐺的𝑘𝑘-核是指𝐺𝐺中满足𝛿𝛿(𝐾𝐾) ≥ 𝑘𝑘的极大诱导子图𝐾𝐾[8]。若不存在这样的诱导子图，则称𝐺𝐺不含

𝑘𝑘-核。 
于是𝐺𝐺是𝑘𝑘-退化的，当且仅当𝐺𝐺不含(𝑘𝑘 + 1)-核。特别地，若某个三角剖分𝐻𝐻含有5-核，则𝐷𝐷(𝐻𝐻) ≥ 5；又

因𝐻𝐻是平面图，𝐷𝐷(𝐻𝐻) ≤ 5，故𝐷𝐷(𝐻𝐻) = 5。 
因此，在后文中，为了证明某个三角剖分𝐻𝐻的退化度为5，我们不再直接计算其退化度，而是证明𝐻𝐻中存

在一个最小度至少为5的诱导子图。换言之，证明的关键在于找到一个5-核。 
引理 2.2：任意平面图都是5-退化的。 
证明：设𝐺𝐺为任意非空平面图，则𝐺𝐺中存在度数不超过5的顶点。由于平面图的任意子图仍是平面图，在

每一步剩余图中均可找到一个度数不超过5的顶点并将其删除，从而得到一个5-删除序列，故𝐺𝐺是5-退化的。 
下面给出局部六边形结构，如图 1 所示。除各六边形结构的中心顶点度为 3 外，其余顶点的度均至少

为 5，而图中未画出与外部顶点的连接情况。引理 2.3 是后文证明任意三角剖分含有 5-核的关键工具。 

 

图 1  局部六边形结构的示意 

引理 2.3：设𝑄𝑄是包含若干个图 1 所示局部六边形结构的平面图。若𝑄𝑄′是𝑄𝑄的任意三角剖分，则𝐷𝐷(𝑄𝑄′) = 5。 
证明：对每个六边形局部结构，三角剖分只需补入三条对角线，不计左右对称。由于中心顶点𝑣𝑣原来的

度数为 3，每条新增对角线至多使𝑣𝑣的度数增加 1，故补边后𝑣𝑣的度数只能为 3、4、5 或 6，也就只需考虑图

2 中的四种情形𝐻𝐻₁、𝐻𝐻₂、𝐻𝐻₃、𝐻𝐻₄。在情形𝐻𝐻₁与𝐻𝐻₂中，中心顶点𝑣𝑣通过补边达到度至少 5，故保留𝑣𝑣；在情形
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𝐻𝐻₃与𝐻𝐻₄中，中心顶点𝑣𝑣的度仍小于 5，则把该中心顶点放入集合𝑋𝑋。注意到，当𝑣𝑣 ∈ 𝑋𝑋时，与𝑣𝑣相邻的局部面

在三角剖分中已经补入相应对角线；因此删去𝑣𝑣虽会使其相邻顶点各少去一条与𝑣𝑣关联的边，但这些新增对

角线足以补偿这一度数损失。于是删去𝑋𝑋后，所有保留顶点的度均至少为 5，即𝛿𝛿(𝑄𝑄′ − 𝑋𝑋) ≥ 5。因此𝑄𝑄′含有

5-核，同时平面图退化度不超过 5，故𝐷𝐷(𝑄𝑄′) = 5。 
具体地，由图 2 可见，在情形𝐻𝐻₃中，两条不与𝑣𝑣相接的新增对角线覆盖了𝑣𝑣的三个原邻点；在情形𝐻𝐻₄中，

三个原邻点均与新增对角线关联。因此，删去𝑣𝑣后，每个原邻点失去的一条关联边均可由至少一条新增对角

线补偿，其度数不会降低。每个被删中心顶点仅与其所在局部结构中的外围顶点相邻，因此删除该中心顶点

仅会影响该局部结构内相关顶点的度数；另一方面，由三角剖分产生的补偿边也仅位于对应局部结构内部。

因此，不同局部结构之间的补偿分析彼此独立，可分别应用上述论证。 

 

图 2  局部六边形的三角剖分方式（黑色为原结构，蓝色边表示三角剖分时添加的边，若𝑑𝑑(𝑣𝑣)<5，则𝑣𝑣∈𝑋𝑋；否则，𝑣𝑣∉𝑋𝑋） 

3 构造及主要证明 
为便于后文引用，我们这里重述定理 1。 
定理 1：存在一个平面图𝐺𝐺，满足𝐷𝐷(𝐺𝐺) = 3，且𝐺𝐺的任意三角剖分𝐻𝐻都满足𝐷𝐷(𝐻𝐻) = 5. 
证明分为三步。首先给出构造图𝐺𝐺；其次证明𝐺𝐺本身是3-退化的；最后证明任意三角剖分均含有一个5-

核，从而三角剖分的退化度只能是5。 

 

图 3  构造图 𝐺𝐺 的示意（特殊顶点 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3 和 𝑣𝑣4 用红色标出） 
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我们先给出构造图𝐺𝐺。图 3 由两个子图𝐺𝐺1和𝐺𝐺2构成。其中，𝐺𝐺1由顶点𝑢𝑢1, 𝑜𝑜, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞及其内部结构组成，𝐺𝐺2由
顶点𝑢𝑢2, 𝑜𝑜, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞及其内部结构组成。两个子图共享顶点集合{𝑜𝑜,𝑝𝑝, 𝑞𝑞}。其中，除𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑤𝑤2之外，𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3,𝑣𝑣4是图

𝐺𝐺中仅有的3-度顶点，其余顶点的度均不小于5。 
图中的顶点𝑢𝑢1,𝑢𝑢2, 𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3,𝑣𝑣4是控制构造图退化度的关键点。证明𝐷𝐷(𝐺𝐺) = 3时，我们将利用这些顶点给

出一个3-删除序列；而在证明任意三角剖分含有5-核时，则根据补边方式删去可能低于5度的顶点，并检查

剩余诱导子图的最小度至少为5。 
下面证明构造图满足主要结论所需的两个关键结论。首先说明构造图本身是3-退化的。 
引理 3.2：图 3 所示的构造图𝐺𝐺满足𝐷𝐷(𝐺𝐺) = 3。 
证明：先证明𝐷𝐷(𝐺𝐺) ≤ 3。我们给出一个3-删除序列。按照图 3 所示，从外层顶点开始逐层向内删除。具

体地，先删除上方子图𝐺𝐺1中位于外边界的顶点，再删除下方子图𝐺𝐺2中对应的外边界顶点。每删除一个外层顶

点，其相邻的下一层顶点在当前剩余图中的度数便降为至多3，因而可以继续删除。若在某一步外层暂无度

数不超过3的顶点，则删除特殊顶点𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3,𝑣𝑣4。如此从外向内，最终可删去所有顶点。因此，𝐺𝐺存在一个3-
删除序列，从而𝐷𝐷(𝐺𝐺) ≤ 3。 

另一方面，由图 3 的构造可知𝛿𝛿(𝐺𝐺) = 3，故𝐷𝐷(𝐺𝐺) ≥ 3。结合𝐷𝐷(𝐺𝐺) ≤ 3，得到𝐷𝐷(𝐺𝐺) = 3。 
其次说明构造图的任意三角剖分都含有5-核。 
设𝐻𝐻是𝐺𝐺的任意三角剖分。由于𝐻𝐻是极大平面图，其退化度只能取3,4或5。因此，只需证明𝐻𝐻含有一个5-

核。若𝐻𝐻含有一个5-核，则𝐷𝐷(𝐻𝐻) ≥ 5；又由引理 2.2 知𝐷𝐷(𝐻𝐻) ≤ 5，故必有𝐷𝐷(𝐻𝐻) = 5。 
引理 3.3：设𝐻𝐻是构造图𝐺𝐺的任意三角剖分，则𝐻𝐻含有一个5-核。 
证明：注意到，在图𝐺𝐺中，顶点𝑢𝑢1, 𝑜𝑜,𝑢𝑢2, 𝑞𝑞构成外部面的边界，且该外部面为一个四边形。由于三角剖分

必须向该四边形添加一条对角线，因此仅有两种可能：添加边𝑜𝑜𝑜𝑜或添加边𝑢𝑢1𝑢𝑢2。故下面分两种情况讨论。 
情形 1：向𝐺𝐺中加入边𝑜𝑜𝑜𝑜，如图 4（a）所示。 
令𝑒𝑒 = 𝑜𝑜𝑜𝑜。若要考虑𝐺𝐺 + 𝑒𝑒的任意三角剖分，只需考虑𝐺𝐺1 + 𝑒𝑒的任意三角剖分：若该子图含有5-核，则𝐻𝐻

也含有5-核。 
设𝑇𝑇1为𝐺𝐺1 + 𝑒𝑒的任意三角剖分。按顶点𝑢𝑢1在𝑇𝑇1中的度数分两类，其代表情形如图 5 所示。 
若𝑑𝑑𝑇𝑇1(𝑢𝑢1) = 5，如图 5（a）所示，则𝑇𝑇1中出现两个图 1 所示的六边形局部结构。由引理 2.3，删去这些

局部结构中可能低于5度的指定中心点后，其余顶点的度均至少为5。故𝑇𝑇1含有5-核。 
若𝑑𝑑𝑇𝑇1(𝑢𝑢1) < 5，如图 5（b）（c）所示，则先删去𝑢𝑢1。由𝐺𝐺1的构造可直接检查，除𝑣𝑣1,𝑣𝑣2外，其余顶点在

𝑇𝑇1 − 𝑢𝑢1中的度均至少为5；而𝑣𝑣1,𝑣𝑣2正是图 1 中允许作为指定低度点处理的两个局部中心点。因此再次由引

理 2.3，𝑇𝑇1含有5-核。 
综上，在情形 1 中𝐻𝐻含有5-核。 
情形 2：向𝐺𝐺中加入边𝑢𝑢1𝑢𝑢2，如图 4（b）所示。 
此时外部四边形中补入的是对角线𝑢𝑢1𝑢𝑢2。在随后对其余非三角形内部面作三角剖分时，新增对角线可能

与𝑢𝑢1或𝑢𝑢2相连，因此先按𝑢𝑢1在最终三角剖分𝐻𝐻中的度数分类。由图 6 可知，此时𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢1)只能为4,5,6。 
若𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢1) = 4，如图 6（a）所示，则只需考虑𝐺𝐺1的三角剖分去掉顶点𝑢𝑢1后的部分。记该图为𝑇𝑇2 − 𝑢𝑢1。

由构造可知，除𝑣𝑣1,𝑣𝑣2外，𝑇𝑇2 − 𝑢𝑢1中每个顶点的度均至少为5。将𝑣𝑣1,𝑣𝑣2作为引理 2.3 中的指定低度点，得到该

部分含有5-核，从而𝐻𝐻含有5-核。 
若𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢1) = 6，如图 6（b）所示，则直接考虑𝐺𝐺1的任意三角剖分𝑇𝑇3。此时𝑢𝑢1的度数至少为5；除𝑣𝑣1,𝑣𝑣2外，

𝑇𝑇3中其余顶点的度均至少为5。由引理 2.3，𝑇𝑇3含有5-核，故𝐻𝐻含有5-核。 
若𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢1) = 5，如图 6（c）所示，则还需按𝑢𝑢2的度数继续分类。此时𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢2)只能为4,5,6。 
3.1 若𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢2) = 4，则删去𝑢𝑢1,𝑢𝑢2后，除𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3,𝑣𝑣4外的剩余顶点度均至少为 5，由引理 2.3 得到 5-核。 
3.2 若𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢2) = 5，则无需删去𝑢𝑢1,𝑢𝑢2，只需把𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3,𝑣𝑣4作为指定低度点，剩余部分的最小度至少为 5；

再由引理 2.3 可知，𝐻𝐻含有 5-核。 
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3.3 若𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢2) = 6，则删去𝑤𝑤2。此时不会破坏剩余顶点的度数下界。具体地，𝑤𝑤2为图 6（c）中的紫色

点；删去𝑤𝑤2后，只需检查与𝑤𝑤2相邻的顶点。在𝑑𝑑𝐻𝐻(𝑢𝑢2) = 6的这一情形中，𝑤𝑤2上方和下方的两个邻点原度数

均为 6，删除𝑤𝑤2后度数仍为 5；其左上、右上两个邻点虽各失去一条与𝑤𝑤2关联的边，但相应新增对角线分别

给予补偿，故度数不降。因此，删除𝑤𝑤2后所有剩余顶点的度数仍至少为 5。此时，除𝑣𝑣1,𝑣𝑣2,𝑣𝑣3,𝑣𝑣4外的剩余顶

点度均至少为 5，由引理 2.3 得到 5-核。 

 

图 4  外部四边形 𝑢𝑢1𝑜𝑜𝑢𝑢2𝑞𝑞 的两种三角剖分情形（蓝色边表示新增对角线） 

 

图 5  𝐺𝐺1 + 𝑜𝑜𝑜𝑜 的三种代表性三角剖分情形（蓝色边表示新增补边） 

 

图 6  情形 2 中按 𝑢𝑢1 度数分类的代表情形（蓝色边表示新增补边，红色点表示 𝑣𝑣𝑖𝑖，紫色点表示 𝑤𝑤2） 
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两种情形已经覆盖图𝐺𝐺的所有三角剖分方式，故任意三角剖分𝐻𝐻都含有一个5-核。 
现在我们可以证明定理 1。 
定理 1 的证明：由引理 3.2，构造图𝐺𝐺满足𝐷𝐷(𝐺𝐺) = 3。设𝐻𝐻是𝐺𝐺的任意三角剖分。由引理 3.3，𝐻𝐻含有5-核，

因此𝐷𝐷(𝐻𝐻) ≥ 5。另一方面，𝐻𝐻是平面图，由引理 2.2 可知𝐷𝐷(𝐻𝐻) ≤ 5。于是𝐷𝐷(𝐻𝐻) = 5。这说明构造图𝐺𝐺即为所

需例子。 
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