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中美数学教材中勾股定理内容的比较分析 
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【摘要】最近的研究表明，教材分析是数学教育中重要的复习方法。本研究对中美教材进行了比较分

析，以评估学生学习勾股定理相关知识的方式。研究采用 5D 模型，重点关注内容、数学活动、复杂程度、

作答形式和语境特征。结果表明，中国教材略微复杂，侧重于证明勾股定理，并向学生呈现实际问题。相比

之下，美国教材主要集中于基础数学概念。这些发现表明，美国学生应该解决更多需要深度思考的问题，而

中国学生则应该通过练习开放式问题来提高沟通能力。未来的研究可以通过调查更多国家的其他数学材料

来丰富文献，从而促进相关教育方法的全球化对话。 
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【Abstract】Recent studies have demonstrated that textbook analysis is an essential method of review in 
mathematics education. This study conducted a comparative analysis of textbooks from America and China to 
evaluate how students are expected to learn information pertaining to the Pythagorean theorem. This was 
accomplished using the 5D model approach, specifically focusing on contents, mathematical activities, complexity 
levels, answering forms, and contextual features. The results showed that Chinese textbooks were slightly more 
complex, focused on proving the Pythagorean theorem, and presented students with real-life problems. In contrast, 
American textbooks were mainly concentrated on basic mathematics concepts. These findings suggest that American 
students should solve more items that require deep thinking, while Chinese students should improve their 
communication skills by practicing open-ended questions. Future studies can add to the literature by investigating 
other mathematics materials across a greater number of countries, thus contributing to a more globalized conversation 
on relevant education methods. 
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1 简介 
教材分析是数学教育中一种重要的评价方法

（Fan，2013），在全球范围内有着悠久的应用历史

（Fan et al.，2004）。根据系统的文献综述，许多研

究对数学教材进行了分析，旨在阐明其在不同地区、

不同层次和不同主题下的特征（Ismail & Rosli，
2022）。理解这些因素至关重要，因为教材是数学教

学的主要工具（Pepin et al，2013），其所包含的材

料会影响教师如何描述特定内容，从而支持学生的

自主学习（Wardana & Kadah，2021）。事实上，第

三次国际数学与科学研究（TIMSS）报告显示，教师

和学生都将超过一半的教学时间花在教材上

（Foxman，1999）。尽管一些美国教师可能并非严

格遵循教材，但他们仍然会执行教材中列出的活动、

注：本文于 2024 年发表在 The Educational Review 期刊 8 卷 1 期，为其授权翻译版本。 
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教学特色和练习。然而，课堂教学更侧重于课本内

容，而非任何规划好的课程安排（Howson & 
Hoemeke，1996）。相比之下，中国的数学课堂通过

教学研究小组（TRG）提供观察和讨论的机会，并且

也更加以课本为基础（Yang，2009）。为了进一步探

究这些差异，本研究比较了中美两国教科书的要求

和性质，以阐明学生如何循序渐进地学习基础数学

概念。 
本研究特别关注广泛教授的勾股定理的相关内

容（Bottema & Erne,2008; Posamentier,2010）。如今，

该定理广泛应用于数学、建筑（Chiotis,2021）和科

学（Kalanov, 2014）等许多学术和专业领域。本分析

选择勾股定理作为比较主题，因为中国和美国的相

关学习目标相似。此外，研究表明，中国和美国学生

在不同主题上具有明显的优势和劣势（Wang & 
Lin,2009）。例如，中国学生在某些函数、分数和统

计方面表现更好，而美国学生则在推理、估算和计

算方面表现更好。通过比较旨在帮助学生理解数学

思想的教科书中概述的期望，本研究旨在进一步确

定有效的活动并揭示改进当前常规不足的方法。 
2 文献综述 
2.1 教科书分析 
本研究运用多个框架对所选数学教材进行分

析。具体而言，采用了三种方法：（1）横向分析，

评估教学要素；（2）纵向分析，评估数学内容；以

及（3）情境分析，阐明其在数学课堂中的应用

（Rahimah & Visnovska，2021）。参考其他相关研

究，王等（2017）基于 TIMSS 框架创建了五个理解

水平，从而为比较英国和上海的教材提供了清晰的

思路。 
各种研究已经对其他国际背景下的教材进行了

比较。例如，先前的数据分析表明，教科书影响了不

同国家的学习者学习数学（Haggarty & Pepin，2002）。
尼泊尔教科书中大多数数学活动对认知需求的要求

较低（Basyal 等，2022）。（Glasnovic Gracin，2018）
分析了克罗地亚中学数学教科书，表明有必要将更

多的数学活动纳入多维框架。另一项研究比较了越

南和德国教科书，发现后者更注重鼓励学生探索信

息并实际应用内容（Chi，2022）。从分布方面来看，

一项研究发现新加坡的教科书比土耳其的教科书更

加均衡（Toprak & Özmantar，2022）。最后，对中美

教材的比较研究表明，美国教材倾向于为学生提供

更多撰写论证的机会，并提出更多样化的问题要求，

而中国教材则倾向于为学生提供更多与现实世界情

境联系起来的机会（Li，2000；Lo 等，2021）。总

体而言，只有少数研究对教材进行了分析，以揭示

学生如何提高数学处理技能，而这正是本文的核心

主题。 
2.2 流程技能 
人们普遍认为，需要定义一套基本数学技能来

补充专业数学科目，从而促进整体学习（OCED，

2013）。国际学生评估项目（PISA）建立了一个框

架，对这套基本能力进行了修改，增加了沟通、表

征、推理和论证、数学化、设计问题解决方法、使用

符号、形式和技术语言及运算以及使用数学工具等

因素。PISA 框架影响了许多国家的数学课程，包括

中国（Qin et al.，2020）和美国的课程。美国的《学

校数学原则与标准》（NCTM）描述了五种过程技能，

包括沟通、解决问题、表征、推理和联系（Kilpatrick 
et al.，2001）。本研究基于前四种过程技能，重点关

注单一内容（勾股定理）。 
2.3 勾股定理的教学与学习 
先前的分析发现，学生成绩不受教学模式的影

响（Hugener 等人，2009），而课堂管理、认知激活

和学习勾股定理的时间已被证明会直接影响表现

（Lipowsky 等人，2009）。其他一些研究论文也关

注勾股定理教学。例如，一个教学研究小组的中国

教师分析了一节以勾股定理为特色的课程的有效

性，重点关注教师如何安排活动以及学生如何完成

活动（Yang，2009）。为了发展勾股定理教学， 
Moutsios-Rentzos 等人（2014）采用现象学原理，通

过识别和表达图形符号、数字符号和几何对象之间

的联系。另一项研究调查了未来的中学数学教师如

何评估学生是否理解某个勾股定理演示（Zazkis & 
Zazkis，2016）。其他研究也提出了一些方法，帮助

数学教师教授勾股定理的证明（Agarwal ，2020；
Crawford，2001）。早期研究（Lo, Zhou, & Liu，1968）
将证明分为代数证明、几何证明、四元证明和动态

证明四个部分。然而，教师仅仅专注于理论证明是

不够的（Wittmann，2020），这更强调了实际应用的

重要性（Baki 等人，2009）。 
根据《共同核心州立标准》（G-SR.8），美国学
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生学习运用勾股定理解决直角三角形问题。相比之

下，中国学校更注重勾股定理的证明（Huang，2005；
Li，2019）。鉴于这些不同的方法，本研究提出了两

个研究问题，将在下一小节中探讨。 
2.4 研究问题 
在对数学教材进行比较以明确美国和中国学生

如何提高对勾股定理的掌握之前，本研究首先确定

了两个明确的研究问题： 
中美教科书有何相同点和不同点？ 
学生可以通过使用各自的教科书来提高哪些过

程技能？ 
3 方法论 
3.1 选择教材 
本研究采用比较案例法（Stake，2000）考察勾

股定理在美国和中国数学教科书中的运用。勾股定

理常见于中国八年级教科书和美国高中几何教科书

中。本研究分析了美国教科书《大创意数学：几何》

（Larson & Boswell，2019）和中国九年义务教育教

科书《八年级数学》（人民教育出版社，2012 年）。 
在中国，教科书必须经中央政府教育系统的批

准才能在课堂上使用。大多数地区被迫遵循国家课

程，因此根据国家教学大纲使用相同的教科书（Fan 
& Zhu，2007）。这本教科书主要在第 17 章中指出

了中国课堂学习勾股定理所采用的标准。相比之下，

美国使用了许多几何教科书。在本研究中，我们选

择了 Big Ideas Math 出版的教科书，该教科书全面回

应了共同核心州立标准。此外，该教科书由 Ron 
Larson 博士和 Laurie Boswell 博士编写，他们是经验

丰富的数学教育家，对适合帮助学生实现其目标的

活动有着透彻的理解。在此，需要指出的是，本研究

采用了探索性案例分析方法，这意味着 Big Ideas 
Math 教科书不应推广到其他美国数学教科书。 

3.2 分析框架 
（Glasnovic Gracin，2018）提出的 5D 分析框

架，重点关注内容、数学活动、复杂程度、答题方式

和情境特征五个方面。在内容部分，本文参考美国

和中国教材的相关内容，探讨学习目标（即学生应

该理解的具体数学信息），并分析相关数学活动背

后的动机。复杂程度部分描述学生完成练习所需技

能的难易程度。答题方式部分探讨问题是开放式（即

有多个正确答案）还是封闭式（即只有一个有效答

案）。开放式问题更注重沟通能力，而封闭式问题更

注重答案。最后，情境特征部分阐述了数学知识如

何与现实世界经验相联系。总之，本研究运用 5D 框

架阐明了学生如何根据各自的教材发展数学过程技

能。 
4 结果 
4.1 内容 
中国教材将相关章节拆分为勾股定理和其逆定

理两部分。两本教材虽然都包含勾股定理的证明，

但方法不同。美国教材首先用最简单的方法（Ratner，
2009）证明勾股定理，即将四个全等直角三角形拼

成一个大正方形。之后，再用爱因斯坦 12 岁时提出

的三角形相似性原理进行证明（Agarwal ，2020）。

除了这两种方法外，中国教材开篇还介绍了一段历

史记载，并展示了中国古代数学家赵爽的证明

（Agarwal，2020），同时还提供了一个可供学生拓

展阅读的思路，即加菲尔德提出的梯形证明

（Agarwal，2020）。此外，中文教材还提供了费马

大定理的历史阅读，帮助学生拓展知识面。 
两本教材的复习练习都集中在计算题上。具体

来说，中美教材中分别有 91.4%和 85.7%的练习涉及

计算题。这表明两国都利用计算练习来帮助学生掌

握勾股定理。此外，中国教材还提供了总结部分，帮

助学生反思自己是否掌握了这部分内容。 
4.2 数学活动 
中国的数学课以教师为中心。有些教师先讲解

定理 a2 + b2 = c2，然后要求学生阅读课文来论证该

定理（Yang，2009）。由于班级通常只有 40 名左右

的学生，教师尽量保持安静，因此不允许小组作业。

相比之下，美国课堂更以学生为中心。在这种模式

下，教师会通过提供提示和逐步描述步骤来引导学

生的思考过程，就像教科书的第一个活动一样。学

生因此能够在构建新的数学知识的同时培养解决问

题的能力（Kilpatrick 等，2001）。美国教科书还包

含一个交流部分，要求学生讨论勾股定理的证明方

法，这有助于学生通过数学语言组织和运用数学思

维。在这方面，研究表明，提供鼓励学生日常练习各

种交流方式的教育环境至关重要，因为这些应用能

够培养重要的生活技能（Sammons，2018）。 
4.3 复杂度级别 
美国教材通过图片形式呈现直角三角形，解决
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生活中常见的问题。而中国教材则主要鼓励学生自

己寻找直角，从而提高他们的解题能力和表征能力。

此外，中国教材要求学生在拓展几何题中使用辅助

线来完成证明，这进一步提高了学生的解题能力。

总体而言，中国教材的难度高于美国教材。 
4.4 答题表格 
如前所述，中国课堂以讲授为主，复习练习中

很少有开放式问题。而美国教材虽然以封闭式问题

为主，但也存在五道选择题和开放式问题。 
4.5 上下文特征 
美国教材包含五道练习题，其中只有一道是生

活实际题。而中国教材包含四道生活实际题、一道

计算题和一道拓展题。中国教材还包含 35 道复习练

习题，其中 11 道是生活实际题；而美国教材包含 42
道复习练习题，其中只有 6 道是生活实际题。对于

高中生来说，将数学与生活实际联系起来至关重要

（Baki 等，2009）。正如美国教材所指出的，生活

实际题也能帮助学生培养推理和解决问题的能力。 
5 结论与讨论 
本研究比较了两本教材，分别来自美国和中国，

旨在探究学生在学习勾股定理方面所面临的异同。

研究结果清晰地表明，两本教材运用了相似的思想，

但由于文化和历史差异，其证明方法和练习也有所

不同。两本教材的主要区别在于，美国教材强调基

础数学概念，而中国教材则强调定理证明。这些发

现也揭示了每本教材如何影响学生过程技能的发

展。在这方面，中国学生可以通过练习开放式问题

（需要运用数学语言）进行交流，从而受益。相比之

下，美国学生可以通过练习更具深度思考的问题来

获益。通过这些结果，本研究有助于更好地理解教

材如何影响学生的过程技能。此外，本研究还首次

对旨在教授勾股定理的章节进行了全面的分析调

查。在总体考虑理解进步的本质时，同样重要的是

要注意每个国家在期望学生发展数学知识的方式上

存在的概念差异。在这方面，美国材料倾向于侧重

表述，而中国材料则倾向于侧重更深层次的应用。 
本研究也存在一些局限性。首先，差异化教学

在两国都广泛应用（Eikeland & Ohna，2022；He，
2022）。教师可以根据学生的表现调整教学方法，也

可以提供一些对数学教育有用的补充课堂材料。然

而，本研究并未涵盖这些问题。其次，不同国家的学

生学习勾股定理的年龄也不同（中国是初中，美国

是高中），这降低了直接比较他们表现的可能性。第

三，本研究仅关注一个特定主题（即勾股定理），这

限制了其对其他数学主题的推广性。相反，每个案

例都应该单独分析。反过来，这些局限性也凸显了

一些值得研究的其他领域。例如，补充材料将如何

影响学习？目前的结果表明，教科书在数学教育中

发挥着重要作用，尤其是在不同国家/地区，因此它

们也应该为相关问题的全球对话做出贡献。 
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