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【摘要】高阶 Heisenberg 方程作为非线性科学和数学物理领域的重要模型，其解的结构和动力学行为

一直是研究热点。本研究基于贝克隆变换理论，构建了高阶 Heisenberg 方程的贝克隆变换，并将其作用于平

凡解而成功生成了呼吸子解和孤子解。通过详细分析，揭示了这些解在单位球面上的轨迹曲线具有自交点序

列且收敛于北极点的特性。研究结果为深入理解高阶 Heisenberg 方程的解结构和动力学行为提供了新视角，

对非线性科学和数学物理领域的相关研究具有重要参考价值。 
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Bäcklund transformation for the higher-order Heisenberg equation 
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【Abstract】The higher-order Heisenberg equation is a significant model in the fields of nonlinear science and 
mathematical physics. The study of its solution structures and dynamical behaviors has always been a hot research 
area. In this paper, we first construct Bäcklund transformation for the higher-order Heisenberg equation, and then by 
applying it to a trivial solution, we successfully generate breather and soliton solutions. Through detailed analysis, 
we reveal that the trajectory curve of these solutions on the unit sphere exhibits a sequence of self-intersection points, 
which finally converges toward the north pole. The results of this paper provide a new insight into its solution 
structures and dynamical behaviors, and hold significant reference value for related research in nonlinear science and 
mathematical physics. 
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1 引言 
Landau-Lifshitz 方程[1,2,3]作为描述铁磁体磁化动力学的经典模型，其无阻尼项(1+1)-维形式即是著名的

Heisenberg 方程[4,5] 

 S𝑡𝑡 = S × S𝑥𝑥𝑥𝑥 ,                                                                                                     (1) 

其中 S =(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3)是单位磁化强度向量(𝑠𝑠12 + 𝑠𝑠22 + 𝑠𝑠32 = 1)。近年来，关于 Heisenberg 方程的研究取得了诸多

重要成果。例如，Lakshmanan 等[6]建立了 Heisenberg 方程和空间曲线可积运动之间的联系，Zakharov 等[7]

证明了（1）和非线性 Schrödinger 方程 
i𝑞𝑞𝑡𝑡 + 𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2|𝑞𝑞|2𝑞𝑞 = 0                                                                                            (2) 

之间的规范等价性。另一方面，Rogers 等[8]构造了 Heisenberg 序列，其中第一个方程即为（1），而第二个

方程具有如下形式 

S𝑡𝑡 =
1
4 S𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +

3
8

(S𝑥𝑥2S)𝑥𝑥 .                                                                                          (3) 
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文献[9]和[10]给出了其它形式的 Heisenberg 序列。方程（3）可以改写成 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑠𝑠1𝑡𝑡 =

1
4 𝑠𝑠1𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +

3
8

[𝑠𝑠1(𝑠𝑠1𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠2𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠3𝑥𝑥2 )]𝑥𝑥 ,

𝑠𝑠2𝑡𝑡 =
1
4 𝑠𝑠2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +

3
8

[𝑠𝑠2(𝑠𝑠1𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠2𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠3𝑥𝑥2 )]𝑥𝑥,

𝑠𝑠3𝑡𝑡 =
1
4 𝑠𝑠3𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +

3
8

[𝑠𝑠3(𝑠𝑠1𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠2𝑥𝑥2 + 𝑠𝑠3𝑥𝑥2 )]𝑥𝑥,    

                                                             (4) 

其 Lax 对为 

Ψ𝑥𝑥 = 𝑈𝑈Ψ,        Ψ𝑡𝑡 = 𝑉𝑉Ψ,                                                                                      (5) 

其中 

𝑈𝑈 = 𝜆𝜆𝜆𝜆,        𝑉𝑉 = 𝜆𝜆3𝜆𝜆 +
𝜆𝜆2

2 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥 +
𝜆𝜆
8 (3𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥2 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥𝑥𝑥),                                                             (6) 

S是二阶方阵 

𝜆𝜆 = � 𝑠𝑠3 𝑠𝑠1 − i𝑠𝑠2
𝑠𝑠1 + i𝑠𝑠2 −𝑠𝑠3

� ,                                                                                   (7) 

𝜆𝜆为谱参数。利用上述 Lax 对，文献[9]和[11]给出了方程（4）的达布变换。然而，对于高阶 Heisenberg 方程

的研究仍处于探索阶段，其解的结构和动力学行为尚未得到充分揭示。因此，开展高阶 Heisenberg 方程的贝

克隆变换研究，探索其解的性质，具有重要的理论意义和应用价值。本文首先给出方程（4）的贝克隆变换，

并将该变换作用于平凡解而生成呼吸子解和孤子解。本文还揭示了所得解在单位球面上的轨迹曲线的一个

性质。 
2 贝克隆变换 
为了得到方程（4）的贝克隆变换，我们首先定义伪势[12]。为此，令 

𝜑𝜑 =
𝑓𝑓
𝑔𝑔 ,                                                                                                      (8) 

其中𝑓𝑓和𝑔𝑔由 Lax 对（5）中的特征函数Ψ = (𝑓𝑓,𝑔𝑔)𝑇𝑇确定。再令 

𝜑𝜑 = 𝑝𝑝 + i𝑞𝑞,          𝜆𝜆 = 𝑎𝑎 + i𝑏𝑏.                                                                                   (9) 

这样我们就有两个实伪势𝑝𝑝和𝑞𝑞，谱参数是𝑎𝑎和𝑏𝑏。注意到对于方程（4）的已知解(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3)，由于Ψ = (𝑓𝑓,𝑔𝑔)𝑇𝑇

满足 Lax 对（5），相应地𝑝𝑝和𝑞𝑞满足一个可解系统。下面的定理给出了方程（4）的贝克隆变换

(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) ↦ (�̃�𝑠1, �̃�𝑠2, �̃�𝑠3)： 

定理 1 对于方程（4）的解(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3)，令(𝑝𝑝, 𝑞𝑞)是由 Lax 对（5）确定的相应可解系统的解。定义 

�
�̃�𝑠1
�̃�𝑠2
�̃�𝑠3
� = (𝑇𝑇 + 𝑅𝑅)�

𝑠𝑠1
𝑠𝑠2
𝑠𝑠3
� ,                                                                                       (10) 

其中𝑇𝑇 = (𝑇𝑇𝑖𝑖𝑖𝑖)3×3和𝑅𝑅 = (𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖)3×3分别是对称矩阵和反对称矩阵，相应的元素为 

𝑇𝑇11 =
(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 + 8𝑎𝑎2𝑝𝑝2

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                         (11) 

𝑇𝑇22 =
(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 + 8𝑎𝑎2𝑞𝑞2

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                         (12) 

𝑇𝑇33 = 1 −
8𝑎𝑎2(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                                  (13) 
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𝑇𝑇12 = 𝑇𝑇21 =
8𝑎𝑎2𝑝𝑝𝑞𝑞

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                              (14) 

𝑇𝑇13 = 𝑇𝑇31 =
4𝑎𝑎2𝑝𝑝(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 − 1)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                              (15) 

𝑇𝑇23 = 𝑇𝑇32 =
4𝑎𝑎2𝑞𝑞(1 − 𝑝𝑝2 − 𝑞𝑞2)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                              (16) 

𝑅𝑅12 = −𝑅𝑅21 =
2𝑎𝑎𝑏𝑏((𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 − 1)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                          (17) 

𝑅𝑅13 = −𝑅𝑅31 =
4𝑎𝑎𝑏𝑏𝑞𝑞(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 ,                                                                          (18) 

𝑅𝑅23 = −𝑅𝑅32 =
4𝑎𝑎𝑏𝑏𝑝𝑝(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)2 .                                                                           (19) 

则(�̃�𝑠1, �̃�𝑠2, �̃�𝑠3)也是方程（4）的解。 

证明 对于𝑗𝑗 = 1,2,3, 

 �̃�𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡 =  ∑ [(𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑡𝑡3
𝑗𝑗=1 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑡𝑡)𝑠𝑠𝑗𝑗 + �𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑗𝑗𝑡𝑡,                                                                 (20)  

  �̃�𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥 =  �[(𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥

3

𝑗𝑗=1

+ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑗𝑗 + �𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑗𝑗𝑥𝑥,                                                                  (21) 

   �̃�𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �[(𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥

3

𝑗𝑗=1

+ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑗𝑗 + 2(𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑗𝑗𝑥𝑥 + �𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥 ],                                           (22) 

�̃�𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �[(𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

3

𝑗𝑗=1

+ 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑗𝑗 + 3�𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥�𝑠𝑠𝑗𝑗𝑥𝑥                                                                

         +3(𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥 + �𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑗𝑗�𝑠𝑠𝑗𝑗𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ].                                                               (23) 

将�̃�𝑠𝑖𝑖 , �̃�𝑠𝑖𝑖𝑡𝑡 , �̃�𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥 , �̃�𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥 , �̃�𝑠𝑖𝑖𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 代入（4），经过繁琐的计算即可验证(�̃�𝑠1, �̃�𝑠2, �̃�𝑠3)满足方程（4）。为了简洁起见，我们

略去具体计算过程。 
将方程（4）的平凡解(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) = (0,0,1) 代入 Lax 对（5），并利用（9），则可得到关于𝑝𝑝和𝑞𝑞的可解

系统： 

⎩
⎨

⎧
𝑝𝑝𝑥𝑥 = 2𝑎𝑎𝑝𝑝 − 2𝑏𝑏𝑞𝑞,
𝑞𝑞𝑥𝑥 = 2𝑎𝑎𝑞𝑞 + 2𝑏𝑏𝑝𝑝,
𝑝𝑝𝑡𝑡 = 2𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 3𝑏𝑏2)𝑝𝑝 + 2𝑏𝑏(𝑏𝑏2 − 3𝑎𝑎2)𝑞𝑞,
𝑞𝑞𝑡𝑡 = 2𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 3𝑏𝑏2)𝑞𝑞 − 2𝑏𝑏(𝑏𝑏2 − 3𝑎𝑎2)𝑝𝑝.    

                                                           (24) 

求解（24）得到 

𝑝𝑝 = 𝑒𝑒𝜉𝜉(𝑐𝑐2 cos 𝜂𝜂 − 𝑐𝑐1 sin 𝜂𝜂), 𝑞𝑞 = 𝑒𝑒𝜉𝜉(𝑐𝑐2 sin 𝜂𝜂 + 𝑐𝑐1 cos 𝜂𝜂),                                             (25) 

其中𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2是任意实常数， 

𝜉𝜉 = 2𝑎𝑎(𝑥𝑥 + (𝑎𝑎2 − 3𝑏𝑏2)𝑡𝑡), 𝜂𝜂 = 2𝑏𝑏(𝑥𝑥 − (𝑏𝑏2 − 3𝑎𝑎2)𝑡𝑡).                                                  (26) 

利用定理 1，将上述贝克隆变换作用于平凡解(𝑠𝑠1, 𝑠𝑠2, 𝑠𝑠3) = (0,0,1)即可得到方程（4）的新解(�̃�𝑠1, �̃�𝑠2, �̃�𝑠3)，其

中 

�̃�𝑠1 =
4𝑎𝑎𝑏𝑏𝑞𝑞(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1) + 4𝑎𝑎2𝑝𝑝(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 − 1)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1)2 ,                                                              (27) 
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�̃�𝑠2 =
4𝑎𝑎𝑏𝑏𝑝𝑝(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1) − 4𝑎𝑎2𝑞𝑞(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 − 1)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1)2 ,                                                            (28) 

�̃�𝑠3 = 1 −
8𝑎𝑎2(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2)

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 + 1)2 .                                                                                   (29) 

（27）和（28）是呼吸子解，而（29）是单孤子解。当𝑎𝑎 = 1,𝑏𝑏 = 9, 𝑐𝑐1 = 0, 𝑐𝑐2 = 1时，它们𝑡𝑡 = 0处的波形见

图 1。 

 

图 1  呼吸子解和孤子解 

3 轨迹曲线 
在任意固定时间𝑡𝑡，上节得到的解r(𝑥𝑥) = (�̃�𝑠1(𝑥𝑥), �̃�𝑠2(𝑥𝑥), �̃�𝑠3(𝑥𝑥))在单位球面上的轨迹曲线具有如下性质： 

定理 2 由（27），（28）和（29）确定的每一条轨迹曲线上存在一个自交点序列，该序列最终收敛到点

(0,0,1)。从几何角度看，这些自交点序列可以理解为磁化强度向量在单位球面上螺旋上升过程中的周期性交

点。随着参数的增大，螺旋的间距逐渐减小，交点逐渐向北极点(0,0,1)靠近。图 2 展示了包含前三个自交点

的轨迹曲线，从图中可以看出，随着参数的增大，自交点确实呈现出向北极点收敛的趋势。这种几何特性不

仅为理论分析提供了直观支持，也为进一步研究解的动力学行为奠定了基础。 
证明 由（25）得到 

𝑝𝑝2 + 𝑞𝑞2 = (𝑐𝑐12 + 𝑐𝑐22)𝑒𝑒2𝜉𝜉 .                                                                                            (30) 

由于系统（4）在关于𝑥𝑥的平移变换下不变，不失一般性，可假设 

𝑐𝑐12 + 𝑐𝑐22 = 1,      𝑐𝑐1 = sin𝛼𝛼 ,      𝑐𝑐2 = cos𝛼𝛼,                                                                            (31) 

其中𝛼𝛼是常数。则 

𝑝𝑝 = 𝑒𝑒𝜉𝜉𝑢𝑢, 𝑢𝑢 = cos (𝜂𝜂 + 𝛼𝛼),                                                                                        (32)
𝑞𝑞 = 𝑒𝑒𝜉𝜉𝑣𝑣, 𝑣𝑣 = sin (𝜂𝜂 + 𝛼𝛼),                                                                                         (33)

 

于是由（27）和（28）得到 

�̃�𝑠1(𝜉𝜉) =
4𝑎𝑎𝑒𝑒𝜉𝜉

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉)2
�𝑎𝑎�𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1�𝑢𝑢 + 𝑏𝑏�𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1�𝑣𝑣�,                                                              (34) 

�̃�𝑠2(𝜉𝜉) =
4𝑎𝑎𝑒𝑒𝜉𝜉

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉)2
�𝑏𝑏�𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1�𝑢𝑢 − 𝑎𝑎�𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1�𝑣𝑣�,                                                              (35) 

而由（29）得到 

�̃�𝑠3(𝜉𝜉) = 1 −
2𝑎𝑎2

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 sech2 𝜉𝜉 = �̃�𝑠3(−𝜉𝜉).                                                                       (36) 

因此，为了得到轨迹曲线上的自交点，我们只需找到满足条件�̃�𝑠1(−𝜉𝜉) = �̃�𝑠1(𝜉𝜉)和�̃�𝑠2(−𝜉𝜉) = �̃�𝑠2(𝜉𝜉)的𝜉𝜉值。为此，

考虑变换𝜉𝜉 → −𝜉𝜉。则由（26）得到 

𝜂𝜂 → 𝜂𝜂′ = −𝜂𝜂 + 𝜔𝜔, 𝜔𝜔 = 8𝑏𝑏(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)𝑡𝑡,                                                                    (37) 
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并且 

𝑐𝑐2cos 𝜂𝜂′ − 𝑐𝑐1sin 𝜂𝜂′ = (𝑐𝑐2cos 𝜔𝜔 − 𝑐𝑐1sin 𝜔𝜔)cos 𝜂𝜂 + (𝑐𝑐2sin 𝜔𝜔 + 𝑐𝑐1cos 𝜔𝜔)sin 𝜂𝜂,                                    (38)
𝑐𝑐2sin 𝜂𝜂′ + 𝑐𝑐1cos 𝜂𝜂′ = (𝑐𝑐1sin 𝜔𝜔 − 𝑐𝑐2cos 𝜔𝜔)sin 𝜂𝜂 + (𝑐𝑐2sin 𝜔𝜔 + 𝑐𝑐1cos 𝜔𝜔)cos 𝜂𝜂.                                    (39) 

令 

𝑐𝑐2′ = 𝑐𝑐2 cos𝜔𝜔 − 𝑐𝑐1 sin𝜔𝜔 ,      𝑐𝑐1′ = 𝑐𝑐2 sin𝜔𝜔 + 𝑐𝑐1 cos𝜔𝜔 .                                                            (40) 

则 

𝑐𝑐2′
2 + 𝑐𝑐1′

2 = 1,     𝑐𝑐2′ = cos𝛼𝛼′ ,     𝑐𝑐1′ = sin𝛼𝛼′ ,                                                                       (41) 

其中𝛼𝛼′是与𝑥𝑥无关的常数。因此在变换𝜉𝜉 → −𝜉𝜉下， 

𝑝𝑝 → 𝑝𝑝′ = 𝑒𝑒−𝜉𝜉𝑢𝑢′,      𝑢𝑢′ = cos (−𝜂𝜂 + 𝛼𝛼′),                                                                       (42)
𝑞𝑞 → 𝑞𝑞′ = 𝑒𝑒−𝜉𝜉𝑣𝑣′, 𝑣𝑣′ = sin (−𝜂𝜂 + 𝛼𝛼′).    (43)

 

将𝑝𝑝′和𝑞𝑞′代入（27）和（28）得到 

�̃�𝑠1(−𝜉𝜉) =
4𝑎𝑎𝑒𝑒𝜉𝜉

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉)2
�𝑎𝑎�1 − 𝑒𝑒2𝜉𝜉�𝑢𝑢′ + 𝑏𝑏�1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉�𝑣𝑣′�,                                                  (44)

�̃�𝑠2(−𝜉𝜉) =
4𝑎𝑎𝑒𝑒𝜉𝜉

(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)(1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉)2
�𝑏𝑏�1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉�𝑢𝑢′ − 𝑎𝑎�1 − 𝑒𝑒2𝜉𝜉�𝑣𝑣′�.                                                   (45)

 

于是由�̃�𝑠1(−𝜉𝜉) = �̃�𝑠1(𝜉𝜉),   �̃�𝑠2(−𝜉𝜉) = �̃�𝑠2(𝜉𝜉)得到关于𝑢𝑢′和𝑣𝑣′的线性方程 

𝑎𝑎(1 − 𝑒𝑒2𝜉𝜉)𝑢𝑢′ + 𝑏𝑏(1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉)𝑣𝑣′ = 𝑎𝑎(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)𝑢𝑢 + 𝑏𝑏(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)𝑣𝑣,                                                 (46)
𝑏𝑏(1 + 𝑒𝑒2𝜉𝜉)𝑢𝑢′ − 𝑎𝑎(1 − 𝑒𝑒2𝜉𝜉)𝑣𝑣′ = 𝑏𝑏(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)𝑢𝑢 − 𝑎𝑎(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)𝑣𝑣,                                                 (47)

 

其解为 

𝑢𝑢′=
�𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 − 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2�𝑢𝑢 + 2𝑎𝑎𝑏𝑏(1 − 𝑒𝑒4𝜉𝜉)𝑣𝑣

𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 + 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2
,                                                     (48)

𝑣𝑣′=
�𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 − 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2�𝑣𝑣 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏(1 − 𝑒𝑒4𝜉𝜉)𝑢𝑢

𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 + 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2
.                                                      (49)

 

记（48）和（49）右边𝑢𝑢和𝑣𝑣的系数为 

sin 𝜃𝜃 =
𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 − 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2

𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 + 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2
, cos 𝜃𝜃 =

2𝑎𝑎𝑏𝑏(1 − 𝑒𝑒4𝜉𝜉)
𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 + 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2

.                             (50) 

则 

cos(−𝜂𝜂 + 𝛼𝛼′) = sin(𝜂𝜂 + 𝛼𝛼 + 𝜃𝜃) ,      sin(−𝜂𝜂 + 𝛼𝛼′) = − cos(𝜂𝜂 + 𝛼𝛼 + 𝜃𝜃),                                           (51) 

于是 

𝜂𝜂 + 𝛼𝛼 + 𝜃𝜃 =
𝜋𝜋
2

+ (−𝜂𝜂 + 𝛼𝛼′),                                                                                        (52) 

或等价地 

𝜃𝜃 =
𝜋𝜋
2 + (−2𝜂𝜂 − 𝛼𝛼 + 𝛼𝛼′),                                                                                 (53) 

从而 

cos(2𝜂𝜂 + 𝛼𝛼 − 𝛼𝛼′) =
𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 − 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2

𝑏𝑏2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 + 1)2 + 𝑎𝑎2(𝑒𝑒2𝜉𝜉 − 1)2
.                                                       (54) 
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由（26）得到 

𝜂𝜂 =
𝑏𝑏
𝑎𝑎 𝜉𝜉 + 4𝑏𝑏(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)𝑡𝑡.                                                                                 (55) 

由于（54）两边关于𝜉𝜉连续，对于每一个整数𝑘𝑘，存在唯一的 

𝜉𝜉𝑗𝑗 ∈ �
𝑎𝑎

2𝑏𝑏 𝑘𝑘𝜋𝜋 − 𝛿𝛿,
𝑎𝑎

2𝑏𝑏
(𝑘𝑘 + 1)𝜋𝜋 − 𝛿𝛿� ,                                                                     (56) 

其中𝛿𝛿 = 4𝑎𝑎(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2)𝑡𝑡 + 𝑎𝑎(𝛼𝛼 − 𝛼𝛼′)/(2𝑏𝑏)，使得（50）在𝜉𝜉𝑗𝑗处成立。于是 

�̃�𝑠1(−𝜉𝜉𝑗𝑗) = �̃�𝑠1(𝜉𝜉𝑗𝑗),      �̃�𝑠2(−𝜉𝜉𝑗𝑗) = �̃�𝑠2(𝜉𝜉𝑗𝑗),      �̃�𝑠3(−𝜉𝜉𝑗𝑗) = �̃�𝑠3(𝜉𝜉𝑗𝑗),                                                   (57) 

轨迹曲线上的自交点为 

𝑃𝑃𝑗𝑗 = (𝑠𝑠1(𝜉𝜉𝑗𝑗), 𝑠𝑠2(𝜉𝜉𝑗𝑗), 𝑠𝑠3(𝜉𝜉𝑗𝑗)).                                                                          (58) 

由（27），（28），（29）容易验证 

lim
𝜉𝜉𝑘𝑘→∞

 𝑃𝑃𝑗𝑗 = (0,0,1),                                                                                       (59) 

即当𝜉𝜉𝑗𝑗趋于无穷大时自交点{𝑃𝑃𝑗𝑗}趋于北极(0,0,1)。 

作为例证, 我们讨论当𝑎𝑎 = 1,𝑏𝑏 = 9, 𝑐𝑐1 = 0, 𝑐𝑐2 = 1时在𝑡𝑡 = 0处的轨迹曲线。当𝑥𝑥 = 0时，初始点位于

(0,9/41,40/41)。随着|𝑥𝑥|增大，磁化强度向量沿着两个相反的方向螺旋上升，并且在单位球面上周期性地自

交。 |𝑥𝑥|的值越大，自交的周期越小。当𝑥𝑥趋于无穷时，自交点趋于北极(0,0,1)。图 2 给出了包含前三个自

交点的轨迹曲线。 

 

图 2  轨迹曲线 

4 结语 
本文得到两个主要结果：定理 1 和定理 2。用来定义贝克隆变换的两个伪势𝑝𝑝, 𝑞𝑞是由 Lax 对（5）确定

的。作为应用，我们构造了呼吸子解（27），（28）和孤子解（29），相应的轨迹曲线上存在一个趋向于北

极的自交点序列。这些自交点的物理意义值得进一步研究。 
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