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【摘要】本文聚焦紧致 Hausdorff 一致空间上拓扑动力系统的核心性质关联问题，针对经典度量空间框

架下动力系统跟踪性与混合性结论的局限性，以一致空间为推广载体，系统引入拓扑链、拓扑链混合、拓扑

混合及极限跟踪等基础概念，依托一致结构的对称性、复合性等核心性质，结合周期伪轨构造方法完成严谨

理论推导，最终证明紧致 Hausdorff 一致空间中，动力系统具备极限跟踪性质且拓扑链混合的充要条件为系

统拓扑混合。该成果突破度量空间的约束，将经典结论推广至更具一般性的一致空间范畴，丰富了拓扑动力

系统链式性质与跟踪性质的理论体系，为非度量一致空间上动力系统的深入研究提供了关键理论支撑。 
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Limit shadowing of topological chains in dynamical systems on uniform spaces 
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【Abstract】This paper focuses on the relationship among core properties of topological dynamical systems 
on compact Hausdorff uniform spaces. To overcome the limitations of classical results on shadowing and mixing in 
metric spaces, we adopt uniform spaces as a generalized framework. We systematically introduce fundamental 
concepts such as topological chains, topological chain mixing, topological mixing, and limit shadowing. Leveraging 
the symmetry, composition, and other essential properties of uniform structures, combined with periodic pseudo-orbit 
construction methods, we carry out rigorous theoretical derivations. Ultimately, we prove that in a compact Hausdorff 
uniform space, a dynamical system possesses the limit shadowing property and is topologically chain mixing if and 
only if it is topologically mixing. This result breaks the constraints of metric spaces, extends classical conclusions to 
the more general setting of uniform spaces, enriches the theoretical system of chain properties and shadowing 
properties in topological dynamics, and provides key theoretical support for further research on dynamical systems 
on non-metric uniform spaces. 
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1 引言 
在经典拓扑动力系统的研究中，空间通常被设定为紧致度量空间，并以非负整数加法半群替代拓扑群，

从而构成半离散动力系统，这是该领域的核心研究对象之一。拓扑链作为描述拓扑空间结构的重要工具，通

过由连续映射连接元素所构成的链式结构，能够有效刻画空间的连通性、紧致性及 Hausdorff 性等基本属性，

并由此衍生出链传递性、链回复性、链混合性及链遍历性等一系列动力性质。近年来，随着研究的深入，一

致空间因其较度量空间更具一般性，成为推广经典动力系统理论的理想框架[1-6]。本文在此框架下，聚焦于
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紧致 Hausdorff 一致空间上的动力系统，深入探讨极限跟踪性质与拓扑链混合性之间的内在联系。通过构造

周期伪轨并利用一致结构的性质，本文证明了系统具有极限跟踪性质且是拓扑链混合的当且仅当系统是拓

扑混合的这一主要结论，从而将度量空间中的相关结果推广至更广泛的一致空间，为一类更一般空间中的动

力系统研究提供了新的理论支撑。 
2 基本概念 
定义 1[7] 设𝑋𝑋是一个非空集合，𝑋𝑋 × 𝑋𝑋是一个笛卡尔积。令𝐴𝐴，𝐴𝐴1，𝐴𝐴2 ∈ 𝑋𝑋 × 𝑋𝑋， 
（1）𝐴𝐴−1 = ��𝑦𝑦，𝑥𝑥���𝑥𝑥，𝑦𝑦� ∈ 𝐴𝐴�为𝐴𝐴的逆，若𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴，则称𝐴𝐴是对称的； 
（2）𝐴𝐴1和𝐴𝐴2的复合定义为 
𝐴𝐴1 ∘ 𝐴𝐴2 = ��𝑥𝑥，𝑦𝑦� ∈ 𝑋𝑋 × 𝑋𝑋�∃𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋，𝑠𝑠. 𝑡𝑡�𝑥𝑥，𝑧𝑧� ∈ 𝐴𝐴1，�∃𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋，𝑠𝑠. 𝑡𝑡�𝑧𝑧，𝑦𝑦� ∈ 𝐴𝐴2�。 
（3）∆(𝑥𝑥) = ��𝑥𝑥，𝑥𝑥�|∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋�称为对角线，简记为∆。 
定义 2[7] 设𝑋𝑋是一个非空集合，𝔘𝔘是𝑋𝑋 × 𝑋𝑋的一个非空子集族。若𝔘𝔘满足以下条件： 
（1）若𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，则对角线∆⊂ 𝐸𝐸； 
（2）若𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，则对角线𝐸𝐸−1 ∈ 𝔘𝔘； 
（3）若𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，则存在𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘满足𝐷𝐷 ∘ 𝐷𝐷 ⊂ 𝐸𝐸； 
（4）若𝐷𝐷，𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，则𝐷𝐷 ∩ 𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘； 
（5）若𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘且𝐸𝐸 ⊂ 𝐷𝐷，𝐷𝐷 ⊂ 𝑋𝑋 × 𝑋𝑋，则𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘。 
那么称𝔘𝔘是𝑋𝑋的一个一致结构，偶对�𝑋𝑋，𝔘𝔘�是一个一致空间。𝔘𝔘的元素称作周围。一致空间 
是 Hausdorff 当且仅当𝔘𝔘是可分的，即∩ 𝔘𝔘 = ∆。根据度量的定义，不难看清上述各个条件的度量根源。

其中第一条是从条件𝑑𝑑�𝑥𝑥，𝑥𝑥� = 0导出，而第二条则是从对称条件𝑑𝑑�𝑥𝑥，𝑦𝑦� = 𝑑𝑑�𝑦𝑦，𝑥𝑥�导出。第三条是三角不

等式的一种退化形式。第四条和第五条类似于邻域系公理。 
定义 3[7] 设�X，𝔘𝔘� 和�Y，𝔙𝔙�是两个一致空间，映射𝑓𝑓： X → Y。称𝑓𝑓是一致连续的，如果对𝔙𝔙中的每个

V，原像 (𝑓𝑓 × 𝑓𝑓)−1(𝑉𝑉)是𝔘𝔘的元，即 (𝑓𝑓 × 𝑓𝑓)−1(𝔙𝔙) ⊂ 𝔘𝔘。该定义还有另一种等价叙述。称𝑓𝑓是𝑋𝑋到𝑌𝑌的一致连续

映射，如果对𝔙𝔙中的每个V，存在𝑈𝑈 ∈ 𝔘𝔘，使得对任意�𝑥𝑥，𝑦𝑦� ∈ 𝑈𝑈，有�𝑓𝑓(𝑥𝑥)，𝑓𝑓(𝑦𝑦)� ∈ 𝑉𝑉。 

定义 4[7] 设�X，𝔘𝔘� 是一个一致空间，𝑓𝑓： X → X是一致连续映射。那么称�X，𝑓𝑓�为定义在一致空间

�X，𝔘𝔘�上的动力系统。 

定义 5[1] 设�X，𝑓𝑓�是一致空间�X，𝔘𝔘�上的动力系统，任意𝐷𝐷，𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘。𝑓𝑓的一条长为 𝑛𝑛的𝐷𝐷链是指存在序

列 {𝑥𝑥𝑖𝑖}𝑖𝑖=0𝑛𝑛  使得�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)，𝑥𝑥𝑖𝑖+1� ∈ 𝐷𝐷，其中0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 − 1。假设 𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥， 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑦𝑦，则称 D𝑥𝑥𝑥𝑥为𝑓𝑓的一条从𝑥𝑥到𝑦𝑦的
𝐷𝐷链，记 �D𝑥𝑥𝑥𝑥�为链的长度。𝑓𝑓的长度为无限的𝐷𝐷链称作𝐷𝐷伪轨。 

定义 6 设�X，𝑓𝑓�是一致空间�X，𝔘𝔘�上的动力系统。称𝑓𝑓具有极限跟踪性质，如果对任意𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，存在𝐷𝐷 ∈
𝔘𝔘，使得对每个𝐷𝐷伪轨 {𝑥𝑥𝑖𝑖}𝑖𝑖=0∞ ，存在𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋，满足： 

∃𝑁𝑁 > 0，∀𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁：�𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑛𝑛� ∈ 𝐸𝐸. 
定义 7[1] 一个动力系统�X，𝑓𝑓�或𝑓𝑓被称为 

（1）拓扑链混合的。如果对任意𝑥𝑥，𝑦𝑦 ∈ X和任意𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘，存在N ∈ ℕ，使得对任意𝑛𝑛 ≥ N，存在从𝑥𝑥到𝑦𝑦长
度为𝑛𝑛的𝐷𝐷链。 

（2）拓扑混合的。如果对任意非空开集𝑈𝑈，V ⊂ X，存在N ∈ ℕ，使得对任意𝑛𝑛 ≥ N，有𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑈𝑈) ∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅。 
引理 1[8] 设𝔘𝔘是一个一致结构，对任意𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘和任意𝑘𝑘 ∈ ℕ， 存在𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘， 使得𝐸𝐸𝑘𝑘 ⊂ 𝐷𝐷。 
引理 2[8] 设𝔘𝔘是一个一致结构，对任意𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘，存在对称的𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，使得𝐸𝐸 ∘ 𝐸𝐸 ⊂ 𝐷𝐷。 
引理 3[8] 设�X，𝔘𝔘�是一致空间，𝑈𝑈和 V是X的非空开集，对任意𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈和𝑦𝑦 ∈ V，存在𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，使得𝐸𝐸[𝑥𝑥] ⊂ 𝑈𝑈

和𝐸𝐸[𝑦𝑦] ⊂ V。 

3 主要定理 
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定理 1 设�X，𝑓𝑓�是紧致 Hausdorff 一致空间�X，𝔘𝔘�上的动力系统，则以下等价： 
（1）𝑓𝑓具有极限跟踪性质且是拓扑链混合的； 
（2）𝑓𝑓是拓扑混合的。 
证明： 1⟹2 设𝑈𝑈，𝑉𝑉 ⊂ 𝑋𝑋为任意非空开集。由引理 3，存在𝐸𝐸1 ∈ 𝔘𝔘，使得对任意𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈和𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉，有𝐸𝐸1[𝑥𝑥] ⊂

𝑈𝑈和𝐸𝐸1[𝑦𝑦] ⊂ V。由引理 2，存在对称的𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘，使得𝐸𝐸 ⊂ 𝐸𝐸 ∘ 𝐸𝐸 ⊂ 𝐸𝐸1。综上，可得 
𝐸𝐸[𝑥𝑥] ⊂ 𝐸𝐸1[𝑥𝑥] ⊂ 𝑈𝑈；𝐸𝐸[𝑦𝑦] ⊂ 𝐸𝐸1[𝑦𝑦] ⊂ V.                     （1） 

由极限跟踪性质定义，对上述的𝐸𝐸，存在𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘，使得对每个𝐷𝐷伪轨 {𝑥𝑥𝑖𝑖}𝑖𝑖=0∞ ，存在跟踪点𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋和正整数

𝑁𝑁0 ∈ ℕ，满足 
∀𝑘𝑘 ≥ 𝑁𝑁：�𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑘𝑘� ∈ 𝐸𝐸. 

由𝑓𝑓是拓扑链混合，对上述𝐷𝐷，存在𝑁𝑁1 ∈ ℕ，使得对任意𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁1，存在一条从𝑥𝑥到𝑦𝑦的𝐷𝐷链： 
�𝑝𝑝0 = 𝑥𝑥，𝑝𝑝1，⋯，𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝑦𝑦�，�𝑓𝑓(𝑝𝑝𝑖𝑖)，𝑝𝑝𝑖𝑖+1� ∈ 𝐷𝐷，𝑖𝑖 = 0，⋯，𝑛𝑛 − 1.        （2） 

同时，由拓扑链混合性，也存在一条从𝑦𝑦到𝑥𝑥的𝐷𝐷链： 
�𝑞𝑞0 = 𝑦𝑦，𝑞𝑞1，⋯，𝑞𝑞𝑚𝑚 = 𝑥𝑥�，�𝑓𝑓(𝑞𝑞𝑖𝑖)，𝑞𝑞𝑖𝑖+1� ∈ 𝐷𝐷，𝑖𝑖 = 0，⋯，𝑚𝑚− 1.       （3） 

将（2）与（3）连接，得到一条从𝑥𝑥到𝑥𝑥的闭环𝐷𝐷链𝐶𝐶𝐷𝐷，长度为𝐿𝐿 = 𝑛𝑛 + 𝑚𝑚： 
𝐶𝐶𝐷𝐷：�𝑐𝑐0 = 𝑥𝑥，𝑐𝑐1，⋯，𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑦𝑦，𝑐𝑐𝑛𝑛+1，⋯，𝑐𝑐𝐿𝐿 = 𝑥𝑥�                （4） 

且满足�𝑓𝑓(𝑐𝑐𝑘𝑘)，𝑐𝑐𝑘𝑘+1� ∈ 𝐷𝐷对所有𝑘𝑘 = 0，⋯，𝐿𝐿 − 1 成立。 
将闭环𝐷𝐷链𝐶𝐶𝐷𝐷无限周期延拓，定义序列 {𝑥𝑥𝑘𝑘}𝑘𝑘=0∞ ： 

𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝐿𝐿，𝑘𝑘 = 0，1，2⋯ 
则 {𝑥𝑥𝑘𝑘}𝑘𝑘=0∞ 为𝐷𝐷伪轨且满足： 
（1）𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥，𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑦𝑦； 
（2）𝑥𝑥𝑘𝑘+L = 𝑥𝑥𝑘𝑘对所有𝑘𝑘成立； 
（3）�𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘)，𝑥𝑥𝑘𝑘+1� ∈ 𝐷𝐷对所有𝑘𝑘成立。 
对于这条𝐷𝐷伪轨，由极限跟踪性质存在𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋和𝑁𝑁0 ∈ ℕ，使得： 

∀𝑘𝑘 ≥ 𝑁𝑁0：�𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑘𝑘� ∈ 𝐸𝐸.                              （5） 
由于伪轨的周期性（周期𝐿𝐿），对任意𝑡𝑡 ≥ 𝑁𝑁0，有𝑥𝑥𝑡𝑡+𝐿𝐿 = 𝑥𝑥𝑡𝑡。代入（5）得： 

�𝑓𝑓𝑡𝑡(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑡𝑡� ∈ 𝐸𝐸，�𝑓𝑓𝑡𝑡+𝐿𝐿(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑡𝑡+𝐿𝐿� = �𝑓𝑓𝑡𝑡+𝐿𝐿(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑡𝑡� ∈ 𝐸𝐸.                 （6） 

由𝐸𝐸的对称性，�𝑥𝑥𝑡𝑡，𝑓𝑓𝑡𝑡(𝑧𝑧)� ∈ 𝐸𝐸。结合（6）得 

�𝑓𝑓𝑡𝑡+𝐿𝐿(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑡𝑡� ∘ �𝑥𝑥𝑡𝑡，𝑓𝑓𝑡𝑡(𝑧𝑧)�=�𝑓𝑓𝑡𝑡+𝐿𝐿(𝑧𝑧)，𝑓𝑓𝑡𝑡(𝑧𝑧)� ∈ 𝐸𝐸 ∘ 𝐸𝐸 ⊂ 𝐸𝐸1. 

在伪轨{𝑥𝑥𝑘𝑘}𝑘𝑘=0∞ 中，有𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥，𝑥𝑥L = 𝑦𝑦，且L是固定的。 
取𝑡𝑡1 ≥ 𝑁𝑁0使得𝑥𝑥𝑡𝑡1 = 𝑥𝑥，取𝑡𝑡2 = 𝑡𝑡1 + 𝐿𝐿，则𝑥𝑥𝑡𝑡2 = 𝑦𝑦。由（5）得 

�𝑓𝑓𝑡𝑡1(𝑧𝑧)，𝑥𝑥� ∈ 𝐸𝐸，�𝑓𝑓𝑡𝑡2(𝑧𝑧)，𝑦𝑦� ∈ 𝐸𝐸. 
结合𝐸𝐸的对称性和（1），得 

𝑓𝑓𝑡𝑡1(𝑧𝑧) ∈ 𝐸𝐸[𝑥𝑥] ⊂ 𝐸𝐸1[𝑥𝑥] ⊂ 𝑈𝑈，𝑓𝑓𝑡𝑡2(𝑧𝑧) ∈ 𝐸𝐸[𝑦𝑦] ⊂ 𝐸𝐸1[𝑦𝑦] ⊂ V. 
因此 

𝑓𝑓𝐿𝐿�𝑓𝑓𝑡𝑡1(𝑧𝑧)� = 𝑓𝑓𝑡𝑡2(𝑧𝑧) ∈ V， 
即 

𝑓𝑓𝐿𝐿(𝑈𝑈) ∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅. 
由于拓扑链混合性对任意大𝑛𝑛均成立，可将闭环𝐷𝐷链的长度L替换为任意满足𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁2的整数，重复周期延

拓与极限跟踪推导，即可得对任意𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁2，𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑈𝑈)∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅. 
由于𝑈𝑈，𝑉𝑉是非空开集，故𝑓𝑓是拓扑混合的。 
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2⟹1（第一步）任取𝑥𝑥，𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋，𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘。取对称的𝐷𝐷0使𝐷𝐷0 ∘ 𝐷𝐷0 ⊂ 𝐷𝐷。由𝑓𝑓是一致连续，存在𝑊𝑊 ∈ 𝔘𝔘使�𝑢𝑢，𝑣𝑣� ∈

𝑊𝑊有�𝑓𝑓(𝑢𝑢)，𝑓𝑓(𝑣𝑣)� ∈ 𝐷𝐷0。 

因𝑋𝑋紧致，存在有限覆盖�𝑊𝑊[𝑝𝑝1]，⋯，𝑊𝑊[𝑝𝑝𝑘𝑘]�。由拓扑混合，对每对𝑖𝑖，𝑗𝑗，存在𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖使𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖时 
𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑊𝑊[𝑝𝑝𝑖𝑖])∩𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑗𝑗� ≠ ∅，令𝑁𝑁 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖. 

对任意𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁 + 𝑘𝑘，取𝑖𝑖0，𝑗𝑗0使𝑥𝑥 ∈ 𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑖𝑖0�，𝑦𝑦 ∈ 𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑗𝑗0�。由拓扑混合，存在𝑎𝑎0 = 𝑥𝑥，𝑎𝑎1，⋯，𝑎𝑎𝑚𝑚及𝑛𝑛𝑡𝑡 ≥
1(∑𝑛𝑛𝑡𝑡 = 𝑛𝑛)使 

𝑓𝑓𝑛𝑛𝑡𝑡(𝑎𝑎𝑡𝑡) ∈ 𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑖𝑖𝑡𝑡+1�，𝑎𝑎𝑡𝑡 ∈ 𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑖𝑖𝑡𝑡�. 

将每段𝑎𝑎𝑡𝑡，𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑡𝑡)，⋯，𝑓𝑓𝑛𝑛𝑡𝑡(𝑎𝑎𝑡𝑡)连接，相邻点满足�𝑓𝑓(⋅)， ⋅� ∈ 𝑊𝑊 ⊂ 𝐷𝐷0，且段间连接点同在某个𝑊𝑊�𝑝𝑝𝑗𝑗�中，

故相邻点满足属于𝐷𝐷0，再由𝐷𝐷0 ∘ 𝐷𝐷0 ⊂ 𝐷𝐷得其为𝐷𝐷链，故𝑓𝑓是拓扑链混合的。 
（第二步）任取𝐸𝐸 ∈ 𝔘𝔘。取对称的𝐸𝐸0使𝐸𝐸0 ∘ 𝐸𝐸0 ⊂ 𝐸𝐸。由拓扑链混合，存在𝐷𝐷 ∈ 𝔘𝔘使得对任意𝑥𝑥，𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋存在

从𝑥𝑥到𝑦𝑦的𝐷𝐷链，且可任意延长。 

设{𝑥𝑥𝑖𝑖}为任意𝐷𝐷伪轨。由𝑋𝑋紧致，存在收敛子列�𝑥𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗�，设极限为𝑥𝑥∗。对每个𝑁𝑁，构造从𝑥𝑥0到𝑥𝑥∗的𝐷𝐷链，再

将其延伸为周期伪轨�𝑝𝑝𝑖𝑖
(𝑁𝑁)�，使得对充分大的𝑖𝑖有�𝑝𝑝𝑖𝑖

(𝑁𝑁)
，𝑥𝑥𝑖𝑖� ∈ 𝐸𝐸0。 

由𝑋𝑋紧致，存在子列使𝑝𝑝0
�𝑁𝑁𝑗𝑗� → 𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋。由一致连续性，存在𝑁𝑁0使得当𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁0时， 

�𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑧𝑧)，𝑥𝑥𝑛𝑛� ∈ 𝐸𝐸0 ∘ 𝐸𝐸0 ⊂ 𝐸𝐸. 
故𝑓𝑓具有极限跟踪性质。 

4 总结 
本文在紧致 Hausdorff 一致空间的框架下，系统研究了拓扑链混合性与极限跟踪性质之间的关系。通过

引入一致结构中的周围概念，定义并分析了拓扑链、拓扑链混合、拓扑混合及极限跟踪等动力性质。主要定

理表明：在紧致 Hausdorff 一致空间中，系统具有极限跟踪性质且是拓扑链混合的当且仅当系统是拓扑混合

的。该结论不仅推广了度量空间中的相关结果，也为一类更广泛空间中的动力系统研究提供了新的理论基

础。未来工作可进一步探讨其他链式性质（如链遍历性、链回复性）与跟踪性质之间的关系，或将其推广至

非紧致或非 Hausdorff 的一致空间。 
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