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构造函数法解中学数学试题分析 

闫保岚 

扬州大学  江苏扬州 

【摘要】构造函数解题是高考数学解题中常用的一种有效方法。在解决某些数学问题时，构造一个适

当的函数，把问题转化为研究这个辅助函数性质的思想叫做构造函数思想。函数是数学知识的一个中心和

基础，贯穿整个高中数学知识板块，方程可以看作是函数值为零的情况，不等式可以看作是两个函数之间

的不等关系，函数图像可以作为研究函数性质的工具,进而解决一类有关问题。 
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【Abstract】Constructor problem solving is an effective method commonly used in college entrance 
examination mathematics problem solving. When solving some mathematical problems, constructing an 
appropriate function and transforming the problem into the idea of studying the properties of this auxiliary function 
is called the idea of constructor function. Function is a center and foundation of mathematical knowledge. It runs 
through the entire high school mathematics knowledge section. An equation can be regarded as the case where the 
function value is zero, an inequality can be regarded as an unequal relationship between two functions, and a 
function image can be used as a research function. nature tools, and then solve a class of related problems. 
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1 构造一次函数 
对于某些数学问题，观察其题设和结论，特别是含有关于一次未知数的式子，不妨采用构造一次函数

的方法去尝试解决。 
1.1 构造一次函数证明不等式 
例 1：设0 < 𝑥 < 1，0 < 𝑦 < 1，0 < 𝑧 < 1，求证 x(1 − 𝑦) + 𝑦(1 − 𝑧) + 𝑧(1 − 𝑥) < 1. 
分析：把结论的左式看成以𝑥为主元的一次函数，利用一次函数单调性试解本题。 
证明：构造一次函数𝑓(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑦) + 𝑦(1 − 𝑧) + 𝑧(1 − 𝑥) 
整理，得：𝑓(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑦 − 𝑧) + (𝑦 + 𝑧 − 𝑦𝑧)  (0 < 𝑥 < 1) 

∵ 0 < 𝑥 < 1，0 < 𝑦 < 1，0 < 𝑧 < 1 

∴ −1 < 1 − 𝑦 − 𝑧 < 1. 

（1）当0 < 1 − 𝑦 − 𝑧 < 1时，𝑓(𝑥)在(0,1)上是增函数，于是𝑓(𝑥) < 𝑓(1) = 1 − 𝑦𝑧 < 1; 
（2）当− 1 < 1 − 𝑦 − 𝑧 < 0 时，𝑓(𝑥)在(−1,0)上是减函数，于是 

𝑓(𝑥) < 𝑓(0) = 𝑦 + 𝑧 − 𝑦𝑧 = 1 − (1 − 𝑦)(1 − 𝑧) < 1; 

（3）当 1 − 𝑦 − 𝑧 = 0 时，即𝑦 + 𝑧 = 1 时，𝑓(𝑥) = 𝑦 + 𝑧 − 𝑦𝑧 = 1 − 𝑦𝑧 < 1.  
综上所知，所证不等式成立。 

https://aam.oajrc.org/�


闫保岚                                                                   Mathem 构造函数法解中学数学试题分析 

- 26 - 

小结：（1）为了利用所构造的一次函数的单调性，将−1 < 1 − 𝑦 − 𝑧 < 1分成“0 < 1 − 𝑦 − 𝑧 <
  1;−1 < 1 − 𝑦 − 𝑧 < 0; 1 − 𝑦 − 𝑧 = 0”三种情况进行讨论，来解决问题。 

（2）解决本题有两个关键的地方，其一是将证式构造成一次函数，其二是对一次项系数进行逻辑划分。 
（3）本题也可以构造关于 y 或 z 的一次函数，这就需要真正理解函数的实质含义。 
1.2 构造一次函数确定变量的取值范围 
例 2：设不等式2𝑥 − 1 > 𝑚(𝑥2 − 1)对满足|𝑚| ≤ 2 的一切实数𝑚的取值都成立，求𝑥的取值范围。 
分析：以 m 为主元，记𝑓(𝑚) = (𝑥2 − 1)𝑚− (2𝑥 − 1)，则问题转化为求一次函数(或常数函数)𝑓(𝑚)的

值在区间[−2,2]内恒为负数时𝑥应满足的条件。 
解：记𝑓(𝑚) = (𝑥2 − 1)𝑚− (2𝑥 − 1)，因为不等式2𝑥 − 1 > 𝑚(𝑥2 − 1)对满足|𝑚| ≤ 2 的一切实数𝑚的

取值都成立，所以𝑓(𝑚)的值在区间[−2,2]内恒为负数。 

解不等式组� 𝑓
(2) < 0

𝑓(−2) < 0
� 

即� 2(𝑥2 − 1) − (2𝑥 − 1) < 0
−2(𝑥2 − 1) − (2𝑥 − 1) < 0

� 

解得
√7−1
2

< 𝑥 < √3+1
2

 

故𝑥的取值范围为�√7−1
2

, √3+1
2
� 

2 构造二次函数 
一元二次方程根的判别式原本是用来讨论一元二次方程的实根情况，然而它的作用远不止此。在有些

证明中，将题目或结论适当变形，再依据变形后的式子构造二次函数来解决问题。 
2.1 利用判别式和保号性进行证明 
例 3：设𝑎1,𝑎2,𝑎3,⋯𝑎𝑛都是正整数，证明对任意的自然数 n，下面不等式成立 

(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑛)2 ≤ 𝑛(𝑎12 + 𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑛2) 

分析：可构造二次函数试解本题，利用二次函数保号性即：𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≥ 0(𝑎 > 0)恒成立

即∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0.据此，要证不等式𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0或𝑏2 ≤ 4𝑎𝑐，只需要构造恒大于等于零的二次函数

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐. 
证明：因为下面对任意的𝑥 ∈ 𝑅,𝑛 ∈ 𝑁✳都成立； 

(𝑎12 + 𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑛2)𝑥2 + 2(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑛)𝑥 + 𝑛 ≥ 0. 

即(𝑎1𝑥 + 1)2 + (𝑎2𝑥 + 1)2 + ⋯ (𝑎𝑛𝑥 + 1)2 ≥ 0. 

构造二次函数𝑓(𝑥) = (𝑎12 + 𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑛2)𝑥2 + 2(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑛)𝑥 + 𝑛, 
其中，𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,⋯𝑛. 
由于𝑓(𝑥) ≥0,故其判别式∆= 4(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑛)2 − 4(𝑎12 + 𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑛2)𝑛 ≤ 0, 

由此，得： 
(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑛)2 ≤ 𝑛(𝑎12 + 𝑎22 + ⋯+ 𝑎𝑛2) 

2.2 利用根的分布情况进行解题 
例 4：已知sin𝛼 sin𝛽 = 𝑎(0 < 𝑎 < 1)，试求𝑡 = sin𝛼 + sin𝛽的取值范围。 
分析：首先依据题设条件及结构特征，构造二次函数或二次方程，并使其系数含有待求范围的参数，

再运用保号性或根的分布求范围（最值）。 
解：∵sin𝛼， sin𝛽是方程𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑡𝑥 + 𝑎 = 0 在�−1，1�内的根， 
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∴∆= 𝑡2 − 4𝑎 ≥ 0,𝑓(−1) ≥ 0, 𝑓(1) ≥ 0,−1 ≤ 𝑡
2
≤ 1, 

得|𝑡| ≥ 2√𝑎, 𝑡 ≥ −𝑎 − 1, 𝑡 ≤ 𝑎 + 1,−2 ≤ 𝑡 < 2. 

∵0 < 𝑎 < 1, 

∴𝑡 ∈ �−𝑎 − 1,−2√𝑎� ∪ �2√𝑎,𝑎 + 1� 

3 构造高次函数 
对于构造高次函数，它的构造常常与根的存在性定理、极限思想等联系起来。 
例 5：证明代数方程𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛−1𝑥2𝑛−1 = 0, (𝑎2𝑛−1 ≠ 0,𝑛 = 3,4⋯ )至少有一个实根。 
分析：只要证明高次函数𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛−1𝑥2𝑛−1至少有一个零点即可。因为当𝑥充分

大时，函数𝑓(𝑥)的符号取决于𝑎2𝑛−1𝑥2𝑛−1,由此易知，当𝑥 → ∞时的函数值与𝑥 → −∞时的函数值是异号的，

根据根的存在性定理即可得证。 
证明：不妨设𝑎2𝑛−1 > 0,构造函数𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛−1𝑥2𝑛−1 ， 
则lim𝑥→+∞𝑓(𝑥) = +∞，lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = −∞， 
故存在𝑥1 > 0, 𝑥2 < 0,使得𝑓(𝑥1) > 0, 𝑓(𝑥2) < 0。 
因为𝑓(𝑥)在[𝑥2, 𝑥1]上连续，故由根的存在性定理知， 
存在𝑥0 ∈ (𝑥2, 𝑥1),使得𝑓(𝑥0) = 0, 
即代数方程𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛−1𝑥2𝑛−1 = 0, (𝑎2𝑛−1 ≠ 0,𝑛 = 3,4⋯ )至少有一个实数根。 
4 构造三角函数 
对于在题设和结论中如果涉及三角形的边、角及其边角关系时，可通过构造三角函数，利用三角函数

特有的性质和概念解决问题。 
例 6：在锐角三角形中，求证:sin𝐴 + sin𝐵 + sin𝐶 > cos𝐴 + cos𝐵 + cos𝐶. 
分析及解:考虑到 A、B、C 均为锐角故可构造三角函数:𝑓(𝑥) = sin 𝑥 �0° < 𝑥 < 90°� 
其中𝑥1 = 𝐴, 𝑥2 = 90°− 𝐵, 𝑥3 = 90°− 𝐶均为定义域中的值. 

∵𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 180°, 

∴𝐴 = �90°− 𝐵� + �90°− 𝐶�. 

∵𝑥1, 𝑥2, 𝑥3均为正值， 

∴A> 90°− 𝐵. 

而在�0°，90°�，𝑓(𝑥) = sin 𝑥为增函数，所以有sin𝐴 > sin�90°− 𝐵� = cos𝐵 
同理可得：sin𝐵 > cos𝐶, sin𝐶 > cos𝐴,三个不等式同侧相加有 

sin𝐴 + sin𝐵 + sin𝐶 > cos𝐴 + cos𝐵 + cos𝐶. 

5 构造其它函数 
观察问题的条件特征，联想有关函数方面的数学知识来构造函数是最奏效的构造方法.除了构造以上四

类函数外，还可以构造其他函数，如指数函数或各类初等函数的复合等等。 
例 7：已知:a>b>0,求证:𝑎𝑎𝑏𝑏 > 𝑎𝑏𝑏𝑎 . 
证明： 
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∵𝑎 > 𝑏 > 0, 

∴
𝑏
𝑎

> 1,𝑎 − 𝑏 > 0 

构造函数𝑓(𝑥) = �𝑏
𝑎
�
𝑥

(𝑥 ∈ 𝑅), 

则根据指数函数的性质，得 𝑓(𝑎 − 𝑏) > 1 

即�𝑏
𝑎
�
𝑎−𝑏

> 1 

整理，得
𝑎𝑎𝑏𝑏

𝑎𝑏𝑏𝑎
>1 

所以有𝑎𝑎𝑏𝑏 > 𝑎𝑏𝑏𝑎 
6 结语 
函数思想指运用函数的概念和性质，通过类比联想转化合理地构造函数，然后去分析、研究问题，转

化问题并解决问题。因此函数思想的实质是用联系和变化的观点提出数学对象，抽象其数量特征，建立函

数关系。函数思想在数学应用中占有重要的地位，应用范围很广。构造函数法通过研究函数的特征，体现

了数学中函数、化归的思想，其中也渗透着猜想、探究等重要的数学思想，因此要熟练地掌握函数的性质，

灵活地应用数学知识，才能合理地构造出函数。 
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