
国际应用数学进展                                                                          2025 年第 7 卷第 1 期
Advances in International Applied Mathematics                                                     https://aam.oajrc.org/ 

- 43 - 

把未知当已知，领略数学之魅 
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【摘要】在解决函数和方程问题时，题设常以特定符号预设变量关系，而在惯性思维的影响下，学生常

常会以固定的符号，如 x ，t 等为未知量或者解题时执着于结论推导，导致思路受限.本文通过典型案例分析，

提出一种创新思维策略：将未知条件视为已知参与推导，或将目标结论作为已知辅助解题.该方法能有效突

破思维定式，简化解题流程，并为数学思想的教学提供新视角。同时本文还对如何在教学中系统实施该策略

提出可行建议，包括教师教学引导和学生反思训练与两个维度，为数学课堂注入更具启发性的思维训练方

式。 
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Treat the unknown as the known and appreciate the charm of mathematics 

Yang Zhao 

Yangzhou University, Yangzhou, Jiangsu 

【Abstract】When solving problems related to functions and equations, the problem settings often presuppose 
variable relationships through specific symbols. However, under the influence of inertial thinking, students tend to 
use fixed symbols, such as x, y, etc., as unknowns or be obsessed with the derivation of conclusions during problem-
solving, which limits their thinking. Through the analysis of typical cases, this paper proposes an innovative thinking 
strategy: treating unknown conditions as knowns to participate in the derivation, or taking the target conclusion as a 
known to assist in problem-solving. This method can effectively break through the thinking pattern, simplify the 
problem-solving process, and provide a new perspective for the teaching of mathematical thinking. At the same time, 
this paper also puts forward feasible suggestions on how to systematically implement this strategy in teaching, 
including two dimensions: students' reflective training and teachers' instructional guidance, to inject more inspiring 
thinking training methods into mathematics classrooms. 
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函数与方程思想是常见的数学思想之一，在高考中所占比重较大，综合知识多以及题型种类多样，解题

方法也是多种多样。传统教学中，教师常强调“抓住未知量”的解题模式，易使学生陷入机械化的思维定式。

若将未知条件或目标结论视为已知参与推导，可将复杂问题转化为熟悉模型，显著降低思维难度。2017 年

颁布的《普通高中数学课程标准》当中强调要培养学生的发散思维，如果学生在解答完函数方程问题时，教

师引导学生抓住未知不放，可能会导致学生形成思维定势，如果把要求的结论当成已知参与到解题活动当

中，有时会达到事半功倍的效果，同时也对学生的解题能力大有提升[1]。本文结合几种典型例题，系统阐述

该思想的应用场景与实施路径。 
1 圆上动点的最值问题 
例 1 已知实数 yx, 满足 042422 =−−−+ yxyx ，求 yx − 的最大值 

解：由题意可知 042422 =−−−+ yxyx ，即 9)1()2( 22 =−+− yx ，其几何意义是以 )1.2( 为圆心，
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半径为 3 的圆。令 yxa −= ，变形可得 0=−− ayx ，其几何意义为直线 0=−− ayx ，因为 yx, 满足

042422 =−−−+ yxyx 所以直线 0=−− ayx 与圆 9)1()2( 22 =−+− yx 有公共点，所以圆心到直线

的距离 3≤d ，即 3
11

-1-2
22
≤

+

a
可解得 23123-1 +≤≤ a ，当 231+=−= yxa 时，可解得

2
232 +=x ，

2
231−=y ，此时 yx, 满足题目方程 042422 =−−−+ yxyx ，符合题意，所以当










−=

+=

2
231

2
232

y

x
时， 231max +=a  

例 2 已知点 ( )yx, 在圆 ( ) 11 22 =−+ yx 上运动 

（1）求
2
1

−
−

x
y

的最大值 

（2）求 yx +2 的最大值和最小值 

解：（1）令
2
1

−
−

=
x
yk ，整理得到： 02 =−− kykx ，由

21

121
1

k

k

+

+−−
≥ 计算得出

3
3

3
3

≤≤− k ，

当
3
3

2
1
=

−
−

=
x
yk 时，代入圆的方程可以解得符合条件的 ( )yx, 为

2
31,

2
1

−== yx ，，所以当

2
31,

2
1

−== yx 时， k 可以取得最大值
3
3
，当

3
3

2
1

−=
−
−

=
x
yk 时，同理代入圆的方程解得符合条件

的 ), yx（ 为
2
31,

2
1

+== yx ，综上可以得到当
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时，

3
3

max =k ，当
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x
时，

3
3

min −=k  

（2）令 yxb += 2 ，整理得 02 =−+ byx ，由
5

1
1

b−
≥ 计算得出 5151 +≤≤− b ，由（1）同理

可以解得：当










+=

=

5
51

5
52

y

x
时， 51max +=b ，当










−=

−=

5
51

5
52

y

x
时， 51min −=b  

反思：这两题都是求函数的最值问题，此类最值问题由于缺乏标准化求解步骤，学生在初见时往往难以

快速切入求解思路。但如果把要求的结论当成已知参与到思考当中很快就可以联想到这是过定点的直线与

圆有交点，就把此题转化为求圆心到直线的距离问题，变成了学生熟悉的问题。经过多次的归纳总结，自然

而然的就会学到这种思想方法，从而快速准确地解决问题。类似这样的问题，经过多次的归纳总结，学生就

会不自觉地学习到这种化归的思想，从而举一反三，使之思维活跃，思路开阔，对其以后的学习和工作都有

莫大的帮助[2]。 
综上所述，这类“最值问题”的求解可以借助“目标变量视为已知”的策略，并通过与几何条件的结合，
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有效简化模型求解过程。下面我们将进一步讨论该思想在代数方程求根当中的应用。 
2 高次方程根的分析问题 
例 3 设 ( ) axaxxaxf 4)23()1( 234 −+−++= ，证明对所有不同的 a ，方程 0)( =xf 有共同的实根 

解： ( ) axaxxaxxaxaxxaxf 4234)23()1( 22344234 −−−++=−+−++=  

( ) )1)(2()1)(2)(22-(43 222224 −++++−=++−−= xxxaxxxxxxaxx （）  

要求方程的根，那么令 ( ) 0=xf ，即有

22)( 2)( 1) 0
( 2)( 1) 0
x x x
x x

 − + + =


+ − =

（
，首先对于 0)1)(2)(2 2 =++− xxx（ 可

得该方程的根有 iix +−−= .,2,2 ，其次 0)1)(2( =−+ xx 可得该方程的根有 1,2−=x ，综上可得该方程有

2−=x 这一个共同的实根。 
反思：学生的惯性思维大部分情况下都会把 x 当成未知量也就是自变量来看，但是此题如果把 x 当成未

知数的话需要解一个一元四次方程，学生并没有系统学习过高次方程的解法，而且本题当中还含有参数 a ，

按照常规的解法进行移项，化简，因式分解会比较复杂繁琐，但如果我们转变思维把a 当成未知量，x 当成

已知量，通过化简，把该方程转化为一次方程 0=+ bka 的形式，再通过因式分解，就能够解得该方程的根。 
变式 设 9≥k ，解方程 02792 223 =++++ kxkkxx  

解 ： 设 ( ) 2792 223 ++++= kxkkxxxf ， 令 ( ) 0=xf 即 2792 223 ++++ kxkkxx
0)93)(3()27()92( 2322 =+−+++=++++= xxxkxkxxkxk ，所以该方程的根 31 −−= kx ，另外的

根为方程 0932 =+−+ xxxk 的根，因为 9≥k 所以该方程有两个根，分别为
2

2763 2

2
−−+−

=
kkkx

 

2
2763 2

3
−−−−

=
kkkx

 
反思：与例二相同，该方程是一个一元三次方程，同样含有参数 k ，但是把 k 当成未知数，x 当成常数

来解题，该方程就变成了以 k 为未知数的一个一元二次方程，通过因式分解可以快速的求出方程的解。两题

虽然形式不同，但是所用的思想都是把未知看成已知的思想。 
综上所述，这类“求高次方程根的问题”同样也可以借助“把未知变量当成已知的”思想来进行思考，

打破惯性思维。同时这种思想也可以运用到函数求值域的问题当中，接下来进行进一步的探讨。 
3 函数值域和最值问题 

例 4 x 是实数，求函数
62

1
2

2

+−
−+

=
xx
xxy 的值域 

解：因为 0622 ≥+− xx 恒成立，所以该函数的定义域为 R 。 

62
1

2

2

+−
−+

=
xx
xxy 通分化简得 016)12()1 2 =+++−− yyxy（ ，那么该函数就化简成关于 x 的一元二

次方程，其中 y 当成常数来考虑，就有如下过程： 

当 1=y 时，解得
3
7

=x  

当 1≠y 时 ， 因 为 x 是 实 数 ， 所 以 上 述 一 元 二 次 方 程 有 实 数 解 ， 那 么 就 有

2(2 1) 4( 1)(6 1) 0y y y ∆ = − + − − + ≥  ，解得
6 61 6 61

10 10
y− +

≤ ≤ 且 1≠y 。综上可得，函数的值域为

10
616

10
616 +

≤≤
− y  
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反思：该题是求值域的问题，要求 y 的取值范围，显然 y 是未知的，但解题思路和例 3 类似，把 y 看成

已知的，该题就转化成了一元二次方程有解的条件问题。那么该题的一般形式是： x 是实数，求

)0( 2
2

2

≠++
++
++

= fexdx
fexdx
cbyaxy 的值域，此类题型的具体解题思路是：首先要讨论函数的定义域，然

后把未知量 y 看成已知的，题目转化成一元二次方程是否有解的讨论，即把函数式转化成关于 x 的一元二次

方程 0)()( 2 =−+−+− cyfxdyexayd ，判断判别式 0))((4)2 ≥−−−−=∆ cyfaydbye（ ，通过

解关于 y 的不等式来确定函数值域[3]。 

例 5 x 是实数，求函数 xxy
2
12 2 −+= 的最小值 

解：（解法一）对于函数 y 求导可得到 y 的导数为
2

2
,

22
22

x
xxy

+

+−
= ，令 0, =y ，可解得

3
6

=x ，

所以函数 y 在
3
6

≤x 时单调递减，在
3
6

≥x 时单调递增，因此当
3
6

=x 时，y 取得最小值，
2
6

min =y  

（解法二）函数式移项化简得： 02
4
3 22 =−+− yxyx ，这是一个关于 x 的一元二次方程，那么方程

有实数解的条件为 0)2(
4
34) 22 ≥−×−− yy（ ，解得

2
32 ≥y 由于 0

2
1

2
12 2 ≥−>−+= xxxxy ，所以

2
6

≥y ，如果 y 取到
2
6
，那么一元二次方程 02

4
3 22 =−+− yxyx 有两个相等的根，为

3
6

=x ，此时

2
6

min =y  

反思：求函数 y 的最小值，换而言之就是求该函数的值域问题，即 y 的取值范围是多少，而此题当中的

函数不是一个基本初等函数，要想直接求出它的值域难度较大，解法一运用了导数并结合单调性求出了 y 的

最小值，是常规的解题思路。同样也可以运用把“未知看成已知”的思想，把 y 看成已知，那么此题就转化

为了一个一元二次方程有解的条件，即判别式要大于等于 0，得出一个关于 y 的不等式，从而得出 y 的最小

值。 

例 6 形如 )0( bcada
bax
dcxy ≠≠

+
+

= ， 的函数，它的值域为
a
cy ≠  

证法 1（分离常数）首先要求一个函数的值域问题，必须要找准该函数的定义域，要求 )0( ≠
+
+

= a
bax
dcxy

的定义域，必须要保证分母不为 0 ，因此该函数的定义域为：






 −≠

a
bxx | ，分离常数得

bax
a
bcd

a
c

bax
a
bcdbax

a
c

bax
dcxy

+

−
+=

+

−++
=

+
+

=
)(

，
又因为 0≠

+

−

bax
a
bcd

，所以该函数的值域为
a
cy ≠  

证法 2（未知当已知） )0( bcada
bax
dcxy ≠≠

+
+

= ， ，把 y 当成已知数，去分母化简得 ( ) bydxcay −=− ，

当
a
cy = 时，

a
bcad −

=0 无解；当
a
cy ≠ 时，有解

cay
bydx
−
−

= ，所以该函数的值域为
a
cy ≠

 
以上三个例题都是求函数值域的问题，方法多种多样，教师要引导学生在解完题目之后多加思考，将值
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域问题转化为方程有解问题，利用判别式约束目标变量范围，突破直接求函数值域的局限性。 
同时这种思想运用到公式定理的证明当中也能够达到意料之外的效果，例如点到直线的距离公式的证

明。 
4 点到直线的距离公式推导 

点到直线的距离公式：平面中 ),( 000 yxp 到直线 0: =++ CByAxl 的距离公式为
0 0

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

证法 1 教材上是根据点到直线距离的定义，将点到直线的距离转化为两点间的距离，思路清晰自然但

是计算量很大，过程繁琐，此处省略。 

证法 2 如果把
22 BA

CByAx
d

+

++
= 当成已知条件，则会有下列的证法： 

设点 ),( yxp 为直线 0: =++ CByAxl 外任意一点。因为直线外一点与该直线上各点连接的所有线段中，

垂线段最短。直线外一点到这条直线的垂线段的长度就是该点到直线的距离。所以要证明
22 BA

CByAx
d

+

++
= ，

即证明下式成立即可。 

[ ] 2
00

2
0

2
0

22

22

002
0

2
0 )()()()()() CByAxyyxxBA

BA

CByAx
yyxx ++≥−+−+⇔

+

++
≥−+−（

  
由柯西

不等式
22222 ))) bdacdcba +≥++ （（（ 可得： 

[ ] ( ) ( )[ ]

2
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2
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2
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2
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2
0

2
0

22

)(
))

))(

CByAx
ByAxCByAxByAx

yyBxxAyyxxBA

++=

−−−=−−+=

−+−≥−+−+

（（

（（）

 

所以有
22

002
0

2
0 )()(

BA

CByAx
yyxx

+

++
≥−+−  

即点 ),( 000 yxp 到直线 0: =++ CByAxl 的距离为
22 BA

CByAx
d

+

++
=

 
鉴于以上的讨论，“将未知视为已知”的思维策略，本质是打破变量角色的固有认知，通过重新定义问

题简化求解过程。该思想不仅适用于函数与方程问题，还可迁移至几何证明、不等式分析等领域。教学中，

教师需以典型例题为载体，显性化思维转换过程，帮助学生内化“无招胜有招”的数学思想，发展学生的发

散思维。在平时的教育教学中发散思维能力的培养不仅关系到学生创造性思维能力的形成，而且关系到课堂

教学的有效开展，最终实现从“解题者”到“策略者”的跨越。 
5 反思建议 
5.1 灵活变换思维，另寻出路 
随着教育改革的不断深入，高中数学教育不再仅仅局限于知识点的掌握，而是更加注重学生数学思维的

培养和能力的提升[4]。现在的学生大部分都会解一些常规和基础的题型，因为这些题目往往都有固定的解法

和思路，但是高考不仅仅只会考察一些基础题型，也会出现一些运用惯性思维解决不了的问题，例如例 3，
例 4 这样的问题，解决这样的问题往往需要变换思路，寻找其他的解决方法，正如这两道题就需要我们把一

些在刻板印象当中的未知看成已知的，或者把我们要求的结论看成已知的，这样的思维方式在平常做题当中

就要多加锻炼，这样不仅仅可以锻炼学生的发散思维和解决问题的能力，还可以让学生在面对难题时临危不

乱，更加从容。 
5.2 教师主导，挖掘多种解题方法 
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教师是课堂的主导者，掌握着课堂的发展方向和节奏，作为教师要明确这节课的教学目标是什么，同时

在解决完一道问题时，教师要和学生多沟通，探求一题多解，或者题目变形，提供多种解题思路。如果教师

总是按照惯性思维来教授学生解题，将不利于学生未来数学思维的发展，那么就要求教师可能需要创造一个

开放的学习环境，鼓励学生提问和表达不同的观点。教师需要形成对培养学生创造性思维的正确认知，结合

目前在学生学习能力优化上存在的缺陷和不足，实现对教学方法的不断改进，使学生思维模式进一步拓宽，

改善学生思维水平，进而让学生获得更好的成长空间。达到培养学生学科素养的目标[5]。 
教师也可以采用多样化的教学方法，比如支架式教学法等，教师通过提供适当的支架，引导学生主动参

与，注重发挥学生的自主性，可以提高学生的学习效果[6]。多样化的教学方法能够激发学生的主动性和创造

性。“师者，传道授业解惑者也”而现如今教师需要把知识融入日常的教学，注重知识之间的迁移，改变自

身的教育思想和教学理念，以学习迁移理论为指导，从学生现有经验出发，设计教学活动，引领学生迁移课

程知识，归纳学科知识的关联，积累学习经验和知识探究经验，逐步提升学生的学习迁移能力和概括能力[7]。

最终提升学生的创新能力与问题解决能力。 
5.3 学生主体，增加课后反思 
现如今部分教师对学生的课堂主体地位尚未形成科学的认知，在实际的教学中习惯将自己放在主体地

位，在一定程度上影响着学生的学习进步，降低了学生主体参与性[8]。而实际上学生才是课堂的主体，教师

需要根据学生的需要灵活改变课堂，转变以教师为主的教学理念，采用凸显学生主体的教学模式，为学生的

发展提供更好的支持和帮助。学生在课堂上学习完知识后教师要提出与本节课学到的知识相关的问题，引导

学生课后多反思。而培养数学发散思维的关键就是需要学生在课后多做，多想，多思。学生自己要培养发散

思维需刻意练习+跨界探索+心态开放，进一步提升数学教学的有效性学生可通过日常训练（如联想、逆向

思考）、实践项目（跨学科、创造性活动）及工具辅助（思维导图、AI），逐步打破思维惯性。关键是将这

些方法融入生活，形成“多问为什么”“拒绝标准答案”的本能，最终实现从“解题者”到“问题创造者”

的转变。 
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