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关于匹配和偶圈的广义 Turán 问题 
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【摘要】Turán 数是极值图论的经典研究问题。星图 kS 是由两个点集构成的一个完全二部图，其满足：

一个集合只有一个顶点，另一个集合有 k 个顶点。设F 是一个图集合。广义 Turán 数 ex( , , )kn S F 表示在一

个具有 n个顶点且不包含F 中任意图为子图的图中，所含星图 kS 的最大个数。我们用 1sM + ， 2 pC 分别表示

具有 1s + 条边的匹配和 2 p ( 2)p ≥ 条边的圈。在本文中，利用星图的结构性质和组合数的凸性，当

1 2{ , }s pM C+=F 时，我们得到了 ex( , , )kn S F ( 2)k ≥ 的准确值，并给出了对应的极图。 
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Generalized Turán problems for a matching and an even cycle 

Rongjie Ren 

School of Mathematical, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing, Jiangsu 

【Abstract】The Turán number is a classical problem in extremal graph theory. A star kS   is a complete 
bipartite graph consisting of two sets of vertices: one contains a single vertex, and the other contains k  vertices. 
Let F  be a family of graphs. The notion ex( , , )kn S F  denotes the maximum number of copies of kS  in a graph 
on n  vertices that does not contain any graph from the family F  as a subgraph. Let 1sM +  and 2 pC  denote a 
matching of 1 s +   edges and a cycle containing 2 p ( 2)p ≥   edges, respectively. In this paper, by using the 
structural properties of stars and the convexity of combinatorial numbers, we determine ex( , , )kn S F ( 2)k ≥  for 

1 2{ , }s pM C+=F , and give corresponding extremal graphs. 
【Keywords】Generalized Turán numbers; Matching; Even cycle; Star 

 
1 引言 
在本文中，所有图都是简单的无向图。首先，我们给出一些基本定义，文中未定义的概念请参考文献[1]。

在图论中，圈是一个由边组成的闭合路径，其中每个顶点只与其邻接的两个顶点相连。匹配是图中的一组

边，且任意两条边没有共同的顶点。星图是由两个点集构成的图，其中一个点集只有一个顶点，该顶点与另

一个点集中的所有顶点相连，且另一个点集中的顶点之间没有边相连。完全图是满足每一对不同的顶点之间

都有一条边相连的图。独立集是图中一组顶点，集合内的任意两个顶点之间没有边相连。完全二部图是一个

特殊二部图，其中每个顶点集的顶点都与另一部分的所有顶点相连，且同一部分的顶点之间没有边相连。我

们用 kC ， kM 和 kS 分别表示有 k 条边的圈，匹配和星图；用 rI 和 rK 分别表示具有 r 个顶点的独立集和完全

图，用 ,s tK 表示两个分部大小分别为 s 和 t 的完全二部图。设F 是一个图集合，将一个不包含F 中任意图为

子图的边最大的图，嵌入到完全二部图 ,s n sK − 大小为 s 的分部中，所得到的图我们记为 ( , , )G n s F 。我们用

( )Fχ 表示图 F 的点染色数。在一个图 F 中，如果存在一条边 e 使得 ( ) ( )F e Fχ χ− < ，那么，我们称 F 是

一个色临界图。 
Turán 问题是图论中的一个经典问题，长期以来吸引了众多数学家和研究者的关注。经典 Turán 数
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ex( , )n F ，表示一个具有 n个顶点且不包含 F 作为子图的图中，所含边数的最大值。半个世纪以来，Turán
问题在多个方面得到了进一步推广和延伸。在 2016 年，Alon 和 Shikhelman[2]首次提出广义 Turán 数的概念。

设 r 是一个正整数，广义 Tuŕan 数 ex( , , )rn K F 表示一个具有 n个顶点且不包含F 中任意图作为子图的图中，

所含 rK 的最大个数。广义 Tuŕan 问题从提出至今，一直被广泛关注，许多经典的 Turán 问题被推广到广义

Turán 问题，很多有趣的理论结果如雨后春笋般不断涌现（参见文献[3]-[13]）。在本文中，我们主要考虑不

包 含 匹 配 的 Turán 问 题 。 这 类 问 题 最 早 由 Erdős 和 Gallai[14] 提 出 ， 他 们 证 明 了

1 1 2 1ex( , ) { ( ( , , ), ( )}s s sn M max e G n s K e K+ + += ，并确定了极图。Wang[11]将这一结果推广到广义 Turán 数

1ex( , , )r sn K M + 。随后，Chvátal和Hanson[15]，以及Balachandran和Khare[16]分别独立地确定了 1ex( ,{ , })s kn M S+

的值（ s k= 的情况早期由 Abbott，Hanson 和 Sauer[17]证明）。近期，Alon 和 Frankl[18]提出了如下问题：对

任意图 F 和一个匹配，确定经典 Turán 数，即 1ex( ,{ , })sn M F+ 。Alon 和 Frankl[18]证明：对一个色临界图 F ，

如果它满足 ( ) 1 3F kχ = + ≥ ，那么 1ex( ,{ , }) ( ( , , ))s kn M F e G n s K+ = 。这之后，Gerbner[19]、Ma 和 Hou[20]、

Zhu 和 Chen[21]等人分别对相关问题进行了深入研究。Gerbner[19]研究了 ( ) 2Fχ = 与 ( ) 3Fχ ≥ 时的经典 Turá
n 数，Ma 和 Hou[20]将他们的结果扩展到广义 Turán 数。Zhu 和 Chen[21]给出了关于广义 Turán 数

1ex(n, ,{ , })r sK M F+ 更强的结果，解决了 ( ) 2Fχ = 时一些未提及的情况。本文进一步研究对于图集 1{ , }sM F+

的广义 Turán 问题，当 F 是偶圈时，我们确定了 1ex( , ,{ , })k sn S M F+ 的精确值，并给出了对应的极图。 
2 主要结果 
为了更清楚地描述主要结果，我们首先给出一些定义。图G 是一个二元组 ( ( ), ( ))G V G E G= ，其中 ( )V G

是顶点集， ( )E G 是边集。对于 ( )V G 的子集U ， [ ]G U 和G U− 分别表示由U 和 ( )V G U− 导出的子图。对

于两个图 H 和G ，H GU 表示 H 和G 的不交并，H G+ 是图 H GU 通过添加 ( )V H 和 ( )V G 间的所有边得

到的图。对于一个二部图 F ，令 ( )p F 表示 F 的所有可能的色类中，点数最小的色类的大小。若 ( ) 3Fχ ≥ ，

则令 ( )p F = ∞。对于任意图 F ，若 ( )V F 的子集 S 满足 ( )V F S− 是独立集，则称 S 是 F 的一个覆盖集，并

且我们用集合F 表示由 F 的所有覆盖集 S 导出的子图 [ ]F S 的集合。对于任意图 F 和正整数 p ，如果 F 的

任一覆盖集的大小都大于 p ，那么令 1[ ] { }pp K +=F ，否则，令 [ ] { [ ] :p F S S=F 是 F 的覆盖集并且 | |S p≤ }。 
在给出本文的结果之前，我们给出与本文相关的一个重要结果。 
定理 2.1[21] 设 F 是一个图， 1sM + 是一个匹配。令 { 1, ( )}p min s p F< + ，且 1ex( , , [ ])rn K p− F 在 p t= 时

达到最大值。那么， 

1 1ex( , ,{ , }) ex( , , [ ]) (1)r s rn K M F t K t n O+ −= +F  

此外，如果 ( ) 1p F s≥ + 且 t s= ，那么， 

1 1ex( , ,{ , }) ex( , , [ ])( ) ex( , , [ ])r s r rn K M F s K s n s s K s+ −= − +F F  

并且 ( , , [ ])G n s sF 是唯一的极图。 
由定理 1 可知， 

12 1ex( , ,{ , }) ex( , , [ ]) (1) (1)sn K M F t K t n O tn O+ = + = +F  

（该结果可由文献[21]中推论 1，推论 2 直接得出）。因此，在本文中，我们只考虑边数大于 1 的星图。我

们的主要结果如下。 
定理 2.2 当 2k ≥ 且 n充分大时，有 

1 4
1ex( , ,{ , })k s

nn S M C t
k+
−

= + 
 
 

 

（1）当 1s = 时， 0t = ，且极图是 1nS − ； 
（2）当 2s ≥ 时，其中， 2k = 时， 2( 1)t s= − ； 2k > 时， 0t = 。极图是 1 2 1 1( )n s sK I M− + −+ U 。 
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定理 2.3 当 2k ≥ ， 3p ≥ 且 n充分大时，有 

1 2 0
1

1e } 1x( , ,{ , ( )
k

k s p
i

tn p n tn S M C t n t t
k i k

tt
i k+

=

− + −
= + +

−
− +

−
      
      
      ∑  

（1）当 s p< 时， t s= ， 0 0t = ，且极图是 ns sK I −+ ； 

（2）当 s p≥ 时， 1t p= − ， 0
12
1

pt
k
−

=
−

 
 
 

，且极图是 1 1 2( )p n pK I K− − −+ U 。 

3 证明 
对于一个图G 和G 中一点 v ，令 ( )e G 表示图G 的边数， ( )kS G 表示图G 中星图 kS 的个数， ( )G

kS v 表示

图G 中以点 v 为中心点的星图 kS 的个数。下面给出一个定理，这为我们刻画极图结构有着重要作用。 
定理 3.1[22] 图G 不含 1sM + 作为子图当且仅当存在一个集合 ( )B V G⊆ ，使得G B− 的所有连通分支

1 , ..., mG G 满足 

1

| |
| |

2

m
i

i

G
B s

=

+ ≤ 
  

∑                                 （1） 

3.1 定理 2.2 证明 
证明：显然 1 2 1 1( )n s sK I M− + −+ U 和 1nS − 是不包含 1 4{ , }sM C+ 作为子图的，因此有 

1 4
1ex( , ,{ , }) (1)k s

nn S M C O
k+
−

≥ + 
 
   

下界成立。下面我们证明上界也成立。 
令G 是 1 4ex( , ,{ , })k sn S M C+ 对应的极图。由于图G 不包含 1sM + 作为子图，由定理 3.1，存在一个集合

( )B V G⊆ 满足不等式（1）。令 1 , ..., mG G 是G B− 的所有连通分支。注意到 s 是一个固定的常数，因此大部

分连通分支都是独立点。不失一般性，我们假设分支 1 , ..., lG G 不是独立点。令 1N 表示中心点在 B 中的 kS 的

个数， 2N 表示中心点在G B− 中的 kS 的个数。显然， 1 2( )kS G N N= + 。下面对 1N 和 2N 分别进行讨论。 
首先我们断言 2 ( )N O n= 。这是由于 B 和 1 , ..., lG G 的大小是有限的，因而有 

2
1 2

| | | | | |( | |) 2 ( ) ( ) ( )
1

( )
l k

i j i
i j

B B BN n B e G S G O n
k k k j= =

≤ − + + =
− −

     
     
     ∑ ∑

 

接着我们计算 1N 。对 B 中任意一点 v ，令 vA 表示点 v 在G B− 中的邻域，即 ( ) ( ( ) )vA N v V G B= −I 。

根据 vA 的大小，我们将集合 B 划分为两个子集 R 和Q ，其中 { :| | 2}vR v A= ≥ ， { :| | 1}vQ v A= = 。此时， 

1 1
1

| | | |( ) ( ( ) ( ))
k

v vB B B
i k k

v R v R i v Q

A AN S v S v S v
k k i −

∈ ∈ = ∈

= + + +
−

   
   
   ∑ ∑∑ ∑

 

对于子集Q中任意一点v，我们断言以点v为中心点的 kS 的个数为 (1)O 。这是因为， 

1
| | 1 | | 1 1 1( ( ) ( )) | | (1)1 1( )B B

k k
v Q

B B s sS v S v B s s Ok k k k−
∈


−       

    


− − −+ ≤ + ≤  
      

+ =
− −∑

 

对于子集 R 中任意一点 v ，都有 | | | |vA n B≤ − 。此时， 

1
1

| | | | 1 | || | | | ( )
k

k

i

n B B n BN R R O n
k i k i=

− − −
≤ + =

−
    
    
    ∑

 

可以发现，当星图 kS 在 B 中存在至少一个叶子点时，满足此条件的 kS 的个数至多有
1( )kO n −
，而满足叶

子点都在G B− 中的 kS 的个数有 ( )kO n 。因此，当 2k ≥ ， n充分大时， kn 的系数越大，即 R 和 R  
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中的点在G B− 中邻域越大， 1N 越大， ( )kS G 越大。下面我们计算 kn 的系数，即 1N 的第一部分
| |v

v R

A
k∈

 
 
 ∑ 。 

我们对子集 R 进行再划分。令U 为G B− 中任意子集， | | 2U ≥ ，记 { : }U vD v R A U= ∈ = 。由定义可

知，任意 1 2,U U G B⊆ − ，都有 1 2U UD D = ∅I 。此外，由于 B 的大小有限，因此对于绝大部分子集U 来说，

| | 0UD = 。设G B− 中满足 UD ≠ ∅的U 有 q 个，分别为 1 , ..., qU U 。对任意 {1, 2,..., }i q∈ ， [ , ]iU iG D U 是完

全二部图。由 ( )p F 的定义可知 4( ) 2p C = 。因此， [ ]iUG D 是不含 [| |]iUDF 中任意图为子图的，且 
4| | min{ ( ), 1} 2iUD p C s< + = ，即 | | 1iUD = 。此时， 

1 1

| | | || | | |
i

q q
v i i

v R i
U

i

A U U
k k k

D
∈ = =

= =     
     
     ∑ ∑ ∑

 

情况 1：如果存在某个 iU 满足 | | (1)iU n O= − ，那么其余所有 iU 都有 | | (1)iU O= 。否则，图G 包含 4C
作为子图。此时， 

1

| | (1)| | (1)
i

q
i

U
i

U n OD O
kk=

−
= +   
     

∑
 

情况 2：如果所有 iU 都满足 | | (1)i iU k n O= + ，其中0 1ik≤ < ，那么
1

1q
ii

k
=

≤∑ 。否则，必存在两个 iU ，

不妨设为 1 2,U U ，满足 1 2| |  (0 1)U U rn r= < <I 。而 1 2| | 2U UD D =U ，此时图G 必然包含 4C 作为子图。因

此，由组合数的凸性可知， 

1 1

| | (1) (1)| |i

q q
i i

U
i i

U k n O n OD
k k k= =

+ −
= <     

     
     ∑ ∑

 

综上可知， 

(1)( ) (1)k
n OS G O

k
−

≤ + 
 
   

因为极图G 不包含 1 4{ , }sM C+ 作为子图，因此 B 中存在唯一一点 v ，它在G B− 中的邻点有 (1)n O− ， B 中

其余点在G B− 的邻点个数为 (1)O 。否则，若 B 中存在两个点满足此条件，则图G 必然包含 4C 作为子图；

若 B 中不存在点满足此条件，则由情况 2 可知无法达到该上界。考虑[ , { }]v G v− 这个划分。若 2s ≥ ，此时

{ }G v− 中包含大部分独立点及有限的非独立点的连通分支。又 2k ≥ 时，以 { }G v− 中任意一点为中心点的

kS 的个数为 (1)O ，从而可知点 v 在 { }G v− 中的邻域越大，图G 所含 kS 的个数越多。因此我们可以认为点v
与 { }G v− 中所有点都相邻。对于 { }G v− 中非独立点的部分，易知其不包含 3{ , }sP M 作为子图，因此

2 1 1{ } n s sG v I M− + −− = U 。此时，极图为 1 2 1 1( )n s sK I M− + −+ U ，对应的极值： 

1 4
1ex( , ,{ , })k s

nn S M C t
k+
−

= + 
 
   

其中， 2k = 时， 2( 1)t s= − ； 2k > 时， 0t = 。若 1s = ，由不等式（1）可知， { }G v− 为独立集 1nI − ，此

时 0t = ，极图为 1nS − 。定理 2.2 证明完毕。 
3.2 定理 2.3 证明 
定理 2.3 的证明与定理 2.2 类似，本节我们省去部分相同的证明过程。 
证明：显然， 1 1 2( )p n pK I K− − −+ U 和 ns sK I −+ 是不包含 1 2{ , }s pM C+ 作为子图的，下面我们证明它们就是

极图。 
设图G 为 1 2ex( , ,{ , }k s pn S M C+ 对应的极图。由定理 3.1 可知，存在一个集合 ( )B V G⊆ 满足不等式（1）。

令 1 , ..., lG G 是G B− 中非孤立点的连通分支。与 3.1 节同理，我们首先可以得到 2 ( )N O n= ，以及： 
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1
1

1 1

| | | | | | | | | |( ) ( ) ( )
k k

v v v v vB B k
i i

v R v R i v Q v Q i v R

A A A A AN S v S v O n
k k i k k i k

−

∈ ∈ = ∈ ∈ = ∈

= + + + = +
− −

         
         
         ∑ ∑∑ ∑ ∑∑ ∑

 

其中， 1N 、 2N 、 vA 的定义与 3.1 节相同， { :| | }vR v B A p= ∈ ≥ ， { :| | 1}vQ v B A p= ∈ ≤ − 。 

接着我们计算
| |v

v R

A
k∈

 
 
 ∑ 。对集合 R 进行与 3.1 节类似的划分。令U 为G B− 中任意子集， | |U p≥ ， 

记 { : }U vD v R A U= ∈ = 。同理可知，G B− 中满足 UD ≠ ∅ 的U 有有限个，记为 1 , ..., qU U 。对任意 iU ，

[ , ]iU iG D U 是完全二部图，且 2( )pp C p= 。因此， [ ]iUG D 是不含 [| |]iUDF 中任意图作为子图的，且

| | min{ , 1}iUD p s< + 。令 max min{ 1, }t p s= − 。此时， 

1

| | | || |i

q
v i

U
v R i

A UD
k k∈ =

=   
   
   ∑ ∑

 

断言 3.2.1 
1

| | (1)| |i

q
i

U
i

U n OD t
k k=

−
≤   

   
   ∑  

证明：情况 1：如果对任意 {1, 2,..., }i q∈ ，都有 | | (1)iU n O= − ，那么
1
| |i

q
Ui

D t
=

≤∑ 。否则图G 必存在

2 pC 或 1sM + 作为子图。 
情况 2 ：如果存在 {1, 2,..., }i q∈ ，使得 | | (1) (0 1)i i iU k n O k= + < < ，那么我们可以只考虑

1
| 1|i

q
Ui

D t
=

≥ +∑ 的情况。因为若
1

|| i

q
Ui

D t
=

≤∑ ，显然有
1

| | (1)| |i

q
i

U
i

U n OD t
k k=

−   <   
   ∑ 。不失一般性，我们

假设满足 | | (1)i iU k n O= + 的 iU 有 x 个，设为 1 , ..., xU U ，其余 1 , ...,x qU U+ 满足 | | (1)iU n O= − 。易知

1| ... | (1)x qU U n O+ = −I I 且
1
| |i

q
Ui x

D t
= +

<∑ 。不妨设
1
| |i

q
Ui x

D r
= +

=∑ ，此时
1
| 1|i

x
Ui

D t r
=

≥ − +∑ 。 

1x = 时，有 1 2 1| ... | (1)qU U U k n O= +I I I 。当 n充分大时，图G 必然包含 2 pC 或 1sM + 作为子图。 
2x ≥ 时，设 | | ( 1,..., )iU iD t i x= = ，显然有 it t r≤ − 。对任意 {1,..., }i x∈ ， iUD 中的点在G B− 中的邻域

大小为 (1)ik n O+ (0 1)ik< < 。我们断言： 

1

x

i i
i

t k t r
=

≤ −∑
 

否则， 1 xU UD DK 中必然存在 1t r− + 个点，使得其在G B− 中有 ' (1)k n O+ (0 ' 1)k< < 个共同邻点。此时，

图G 包含 2 pC 或 1sM + 作为子图。由组合数的凸性可知， 

1 1 1

1

| | (1) (1)| | | | | |

(1) (1)

(1) (1) (1) )

 

 (

i i i

q qx
i i

U U U
i i i x

x
i

i
i

U k n O n OD D D
k k k

k n O n Ot r
k k

n O n O n Ot r r t
k k k

= = = +

=

+ −
+

+ −
+

+ − −
< − =

=

+

=     
     
     

   
   
   
     
     
     

∑ ∑ ∑

∑  

因为极图G 不包含 1 2{ , }s pM C+ 作为子图，所以由断言 3.2.1 可知，集合 B 中存在且只存在 t 个点，每个

点在G B− 中的邻域大小都是 (1)n O− 。否则，若 B 中存在大于 t 个点都满足此条件，则与断言 3.2.1 的结论

矛盾；若只存在小于 t 个点满足此条件，则由断言 3.2.1 情况 2 的讨论中可知无法达到其上界，与极图的最

大性矛盾。记这 t 个点构成的集合为C ，此时 B C− 中的点在G B− 中的邻域大小为 (1)O 。若 p s≤ ，此时

| | 1t C p= = − ，G C− 中包含大部分独立点以及有限个非独立点的连通分支。易知，中心点在G C− 中非独

立点的连通分支中的 kS 的个数为 (1)O 。因此C 中的点在G C− 中的邻域越大，图G 所包含的 kS 的个数越多。
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由此我们可以认为C 中的点与G C− 中所有点都相邻。又因为图G 不包含 1 2{ , }s pM C+ 作为子图且 p s≤ ，可

知G C− 中非独立点的部分不包含 3 2{ , 2 }P P 作为子图，因此该部分至多包含一条边。对于集合C ， [ ]G C 不

包含 [| |]CF 中任意图作为子图，且 | | 1C p= − ， 2( )pp C p= ，因此有 [| |] { }pC K=F ， 1[ ] pG C K −= 。此时，

极图 1 1 2( )p n pK I K− − −+ U ，对应的极值为： 

1 2
1

1 2 1 1 1ex( , ,{ , ) ( 1) ( 1) ( 1) 2
1

k

k s p
i

n p p n p p pn S M C p p n p
k i k i k k+

=

− + − − + − −
= − + − + − + +

− −
        
        
        ∑

 

若 p s> ，此时 t s= ，由不等式（1）可知G C− 是独立集。对于集合C ，同理可知 [ ] sG C K= 。因此极图为

ns sK I −+ ，对应的极值为 

1 2
1

1ex( , ,{ , } ( )1k

k s p
i

n p n sn S M C s n s
k i k i k

s ss+

=

− + −
= + + −

−
−      

      
      ∑  

定理 2.3 证明完毕。 
4 结语 
本文研究了不含匹配和偶圈的图中星图的计数问题。利用定理 3.1 以及星图的结构分析，确定了广义

Turán 数 1 2ex( , ,{ , })k s pn S M C+ 的精确值，并给出了对应的极图。本文主要研究了 F 是偶圈的情况，对于

其他特殊的二部图 F （例如树、完全二部图等等）， 1ex( , ,{ , })k sn S M F+ 的值还有待解决。更进一步，对

于一般的二部图 F ，确定 1ex( , ,{ , })k sn S M F+ 的值以及刻画其对应的极图，也是非常有意义的问题。 
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