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3-CRC 并联机构运动学分析 
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【摘要】针对一种空间纯转动的并联机器人 3-CRC，基于空间两轴线始终保持垂直的位置关系特点，求得该

机构的位置反解显式表达式。利用析配消元法得出位置正解的求解方法。最后带入数值计算得出动平台在平稳运

动状态下输入关节的运动曲线。 
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Kinematics analysis of 3-CRC parallel mechanism 

Pingan Liu, Lihua Zhang, Xianjiang Shen, Xiaoliang Xu 

Nanchang Vocational University, Nanchang, Jiangxi 

【Abstract】A 3-CRC parallel mechanism with three pure rotations is presented in this paper. Its positional inverse 
expression has been established based on the special position in which two spatial axes are vertical to each other, and the 
forward kinematical solution is also obtained with Sylvester’s elimination approach. Finally, a case study is provided with 
the position curve of the driving joints to verify the validity of the analysis. 
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引言 
并联机器人具有承载能力强，输出精度高等一系

列特点[1-3]。近年来并联机器人的应用在众多领域获得

了进一步的拓展，尤其少自由度并联机器人的设计开

发与应用一直是一个国际工程界热点[4-6]，使得人们对

并联机构的研究要求更加深入，运用领域也将更加广

泛。在日常应用中以三自由度为代表的少自由度并联

机器人更具有实际意义。纯转动三自由度并联机器人

以 3-RRR 机构为代表[7-9]，目前已经有了比较深入的研

究和探索。为了丰富机构种类，本文选取了一种新型并

联机器人-3RCR 型并联机器人对其运动特性进行研究

分析。 
如图 1 所示为 3-CRC 并联机构构型图，它由三条

对称 CRC（C 代表圆柱副，R 代表转动副）支链将动

平台和静平台联接起来，动平台具有三个转动自由度。 
1 机构的反解分析 
1.1 机构的描述 
3-CRC 球面并联机器人机构如图 1 所示，每条支

链上由圆柱副分别与动平台和定平台相连，中间由转

动副连接。单条支链的侧视图，俯视图分别如图 2 和

图 3 所示。其中所有圆柱副的轴线都相交于一点 O，

中间转动副的轴线均垂直于所在支链上两端圆柱副的

轴线。 

 

图 1  3-CRC 并联机构结构 
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在静平台中心 O 点建立基础坐标系 O-xyz， 在

坐 标 系 O-xyz 分 别 为 ，

， ；初始状态下

在 O-xyz 分别为 ， ，

（a 和 b 分别为动、静平台中心至

各运动副 Ai、Ci 中心距离，z 为动平台在起始位置时，

C 点在 Z 向距离）。根据机构的结构特点有轴线 s3
s2、s3 s4，可知机构支链在运动过程中轴线 s3 轴始

终与轴线 s2、s4 确定的平面保持垂直。 

 
图 2  单条支链的侧视图 

 
图 3  动平台俯视图 

 
1.2 对轴线 s4 进行分析 

动平台的姿态方程为： 

（1） 

式中 s 表示 sin，c 表示 cos，下同。 
随动平台先后绕着 O-xyz 坐标系中 Z、Y、X 轴

转动的角 度分别 为ψ 、φ、δ 后的坐 标为：

。可得向量 ，且与轴线 s4 的

方向相同。 
1.3 对轴线 s3 进行分析 
根据结构特点可知：轴线 s3 绕着轴线 s2 旋转的

同时沿着轴线 s2 的方向移动，设位移为 t，且始终垂

直于轴线 s2。当关节 输入转角为 ，轴线 s3 绕着

轴线 s2 旋转的角度即为 。在初始状态下，空间中三

条支链中间转动副的轴线分别 ，他们在空间

中两两分别相交于点 ， 为轴线 的交点；

为轴线 的交点； 为轴线 的交点。有

， ，

，其中 为动平台在起始

位置时， 点在 Z 向距离； 为初始状态时， 点与

点在 XY 平面内投影之间的距离。 

根据空间一点绕任意轴线旋转的齐次变换矩阵： 

（2） 

式中 Ax、Ay、Az，分别表示轴线在 X、Y、Z 方

向上的单位矢量。 
根据空间中两点确定一条直线，将 P1P2、P2P3、

P3P1 点两两绕着所对应的轴线 s12、s22、s32 进行旋

转可得到轴线 。 

1.4 机构反解模型的建立 
由 s4 与 s3 垂直关系有： 

         （3） 

经过整理可得： 

（4） 

式中 、 、 均为只包含ψ、φ、δ的多项式。求

解可得： 

    （5） 

由式（5）可以看出在对应的动平台的位姿关系上，有两

组输入角度，但根据图 1 可知， 的取值范围在区间[-
90º~90º]之间，由此便于得出符合几何关系的正确解。 
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2 机构的正解分析 
运动学正解的过程就是已知机构驱动关节变量求

解动平台的位姿参数的过程。对于机构 3-CRC，即已

知与定平台相连的三个圆柱副的转动角度α1、α2、α
3，求解动平台姿态角ψ、φ和δ。 

令 （i=1，2，3 对应 v=ψ，φ，δ），有

，将其代入式（4）整理后有 

     （6） 

式中 Li、Mi、Ni 为包含机构尺寸 a、l（如图 2、图 3）
和 t1、t2 的表达式。 

将式（6） 同时乘以 得式（7） 

       （7） 

为利用 Sylvester 析配消元法消去 ，在式（6）、

（7）中选 i=1，2 得四个方程，构成以 Li、Mi、Ni 为
系数表达式，t3 为变量的方程组。由于 t3 不可能恒为

零，故方程组系数行列式应为 0。即有 

 

直接展开有： 

（8） 

在式（6）、（7）中选 i= 2，3 得另外四个方程，

采用类似方法得到 

（9） 

式（8）、（9）中只含有未知数 t1、t2，为消去

需进行二次消元。将式（8）、（9）整理为式（10），

其中 （i=1，2）为只含有 的多项

式，且 最高为四次项。 

 （i=1，2）（10） 

通过对式（10）两式分别乘以 ，得到共 8
个方程组成的方程组，同样其系数行列式应为 0。 

 

展开后得到关于 的多项式方程，其最高次幂为

32，利用数值方法可求解。依次可求出ψ、φ和δ。 
3 数值计算 
代入数值： 
当 时，利用

反解模型，假设在动平台只绕着 X 轴转动时，即

，依次代入数值可得如图 4 所示角度δ与输

入关节的变量α1、α2、α3 之间的关系曲线。 

同理可得，绕 Y 轴、Z 轴转动时所对应各条支链的

输入角关系曲线如图 5 和图 6 所示。 

 
图 4  X 轴转动角度δ与输入关节的变量α1、α2、α3 之间的关系曲线 
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图 5  Y 轴转动角度φ与输入关节的变量α1、α2、α3 之间的关系曲线 

 
图 6  Z 轴转动角度ψ与输入关节的变量α1、α2、α3 之间的关系曲线 

 
4 结论 
提出一种新型的纯转动并联机构 3-CRC 根据其支

链关节位置的特殊性建立了反解方程，并代入数值进

行计算。得出动平台分别绕着 X，Y，Z 轴线做纯转动

时，输入关节相应的角度变换曲线。对这种机器人进一

步的理论研究和运用推广有重要意义。 
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