
国际应用数学进展                                                                          2025 年第 7 卷第 4 期
Advances in International Applied Mathematics                                                     https://aam.oajrc.org/ 

- 6 - 

关联色噪声作用下集合种群模型中的统计性质研究 
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【摘要】基于关联噪声作用下的集合种群模型，通过理论计算与数值模拟方法，系统分析了噪声强度、

交叉关联强度、噪声关联时间对稳态概率分布函数和平均首次通过时间曲线的影响。研究结果表明：（1）
系统稳态概率分布函数的曲线呈现单峰结构，噪声强度和交叉关联强度的变化对稳态概率分布函数的结构

有较大影响。（2）平均首次通过时间随噪声关联时间与交叉关联强度的影响呈现出相同的变化趋势。（3）
平均首次通过时间作为交叉关联强度的函数时，噪声强度的变化会导致其出现较为剧烈的波动。平均首次通

过时间作为噪声关联时间的函数，随着交叉关联强度的变化会出现特定阈值。上述研究结果有助于研究不同

条件对种群系统稳定性的影响，不仅能通过更明确的方式来调节不同物种间的稳态关系，而且能为探索物种

的变化规律提供理论依据，对种群的恢复和防治有一定指导意义。 
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【Abstract】Based on the metapopulation model under the influence of correlated noise, the effects of noise 
intensity, cross-correlation intensity and noise correlation time on the steady-state probability distribution function and 
the mean first passage time curve are systematically analyzed by theoretical calculation and numerical simulation. The 
results show that the curve of the steady-state probability distribution function of the system presents a single peak 
structure, and the changes of noise intensity and cross-correlation intensity have great influence on the structure of the 
steady-state probability distribution function. The mean first passage time shows the same trend with the influence of 
noise correlation time and cross correlation intensity. When the mean first passage time is a function of the cross-
correlation intensity, the change of the noise intensity will lead to violent fluctuation. As the function of noise correlation 
time, the mean first passage time appears a certain threshold with the change of cross-correlation intensity. Above results 
are helpful to study the influence of different conditions on the stability of population system, not only to adjust the 
steady-state relationship between different species in a more clear way, but also to provide theoretical basis for exploring 
the changing law of species, which has certain guiding significance for the restoration and prevention of population. 
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1 引言 
近年来随着全球范围内大大小小物种栖息斑块的破坏，集合种群的研究开始被研究者所广泛关注[11]。

集合种群这一概念由 Levins[1]首次提出，此定义用来描述因环境问题影响个体数量甚至灭亡，但又重新再生

并稳定下来的种群，如今 Levins 模型被广泛用于生物、科技等领域，是当今地理学领域与生物学领域为人

所知的经典的异质种群模型[2]。 
同时，随着各种研究的深入，人们开始认识到噪声之间应该是相关联的，系统的周期性涨落是受到不同

噪声相互影响的，而不应该独立计算。关联噪声这一概念由 A.Fulinski 和 T.Telejko 首次提出[3]，之后 Fokker-
Planck 方程[4]推导出相应加性和乘性噪声系统，并讨论了双稳态系统，得出了噪声的关联的影响。Risken 和

Ghosh 在研究布朗运动时加入了白噪声与热噪声对其周期势的影响，并得出了相应的粒子运动的迁移率。王

参军等应用 Fokker-Planck 方程[5]，研究了高斯噪声对种群稳定性的影响，得到了噪声的不同关联程度下，

加性噪声与乘性噪声对集合种群稳定性的影响。王国威[6]等通过引入色噪声与白噪声指出了关联噪声对生物

系统稳定性的影响，结果表明：两噪声色关联时，加性与乘性噪声强度均会弱化集合种群的稳定性而噪声关

联强度会强化集合种群的稳定性.。但是实际上在集合种群中，真正的白噪声为理想状态，因此王康康[7]等在

系统中加入了关联色噪声，以期使建立的模型更趋近于真实状况。廖丽玫[8]基于生物多样性丧失的背景下，

探究了物种的存续性于群落的稳定性。 
如上的大量研究都表明，在真实环境中集合种群的随机性存在不同且不一致的波动[13]，集合种群在概

念与模型中总是较为复杂，因为其需要考虑不同的情况，并且难以在一个较大空间范围内开展调查与研究，

以验证模型的准确与稳定性[14]，因此我们对于集合种群的动态波动的了解依旧处于初始阶段。 
本文基于以上研究，在 Levins 模型的基础上，推导并计算关联噪声与周期信号共同驱动的种群模型，

得出系统的稳态概率分布函数，以及平均首通时间的表达式。在此基础上，计算并分析了不同参量对概率分

布函数与平均首通时间的影响，以此分析并总结噪声参量对系统稳定性质的影响，同时设想该类成果在集合

种群中的相关应用或预防方法。 
2 模型 
2.1 Levins 模型 
集合种群（metapopulation）是由生态学家 Richard Levins 于 20 世纪 60 年代最先明确提出的生态学名

词。 集合种群指由空间上互相隔离，但功能上又有联系的若干地方种群通过扩散和定居而组成的种群。集

合种群的应用之一是做出预测，而其中的一些预测对景观管理和自然保护有潜在使用价值。上述集合种群的

数学模型可由以下假设和条件推导得出。假设： 
1）有一个由无限多个适宜生存的生境斑块组成的生态系统。 
2）所有斑块具有均等的空间关联性，即迁移个体到达任意斑块的概率均相同。 
3）将局部种群动态忽略，并且局部种群的灭绝率还有建立过程是相互独立的。 
关于斑块状况，假设被局域种群占据的斑块比例为 )t(x ，则未被占据的空斑块比例为 )t(x−1 。在生态过

程中，侵占过程和灭绝过程我们认为，空斑块被迁移个体成功占据的速率为 c ，各局域种群面临灭绝风险时

的独立速率为e。可由动态机制建模，侵占效应中，被占据斑块 x 产生的迁移个体可侵占空斑块 x−1 ，其动

态贡献为 )x(cx −1 ，被占据斑块以速率e随机灭绝，导致 x 以ex减少。用微分方程构建占据斑块比例 )t(x 的

演化方程为： 
 

ex)x(cx
dt
dx

−−= 1  （1） 

等价整理为： 
 

)cxec(x
dt
dx

−−=  （2） 

以上方程有两个平衡点：当 0=x 时为该集合种群灭绝的非稳定平衡点，当 c/ex −=1 时是该集合种群存
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续的稳定平衡点，即我们常说的稳态值。所以我们得出，一个种群要想达到长期存续需要其侵占率c大于灭

绝率e。但是当 1>c/e 时该种群发生迁移，此时这个种群依旧存续。 
在上面的确定性 Levins 模型中我们假设：该模型处于适宜生存的生态系统下，但是在集合种群中外部

与内部环境的波动（噪声）是客观存在的，因此我们推导出客观存在的环境扰动会影响到集合种群的灭绝率

e，相较于理想化下的高斯白噪声，我们用更贴合实际的高斯色噪声 )t(ξ ，来表示集合种群的环境波动。因

此，我们得出灭绝率 )t(ee ξ+→ 。同时，我们考虑异质种群，它们是通过个体扩散相互联系在一起的小种

群，或者说是局部种群的集合。异质种群个体数量非常少，具有一定的独立性和局限性，它可能会因为各种

因素，比如环境变化、自然灾害、种群内部竞争等发生局部的灭绝。又可能会因为它独特的斑块状分布，从

而使得整个种群在面对不利条件时的生存机会大大提升，具有一定的缓冲能力，保留了种群间的个体数量。

这样使得该种群在变化时具有很大的随机性，我们推测，这类随机性源自集合种群的内部机制。为了简化计

算，我们引入高斯色噪声 ( )tη ，来表示集合种群内部的随机性。同时因为引入的周期信号，我们设 A 为周期

的信号振幅，ω为频率。虽然内部噪声与外部噪声的来源不同，但是外部环境的波动会对内部环境的波动产

生一定的影响，从而打破内部噪声原本可能具有的独立性，因此我们得出内部噪声和外部噪声之间存在一定

联系。 
综上所述，Levins 模型的随机形式就可以用下方的朗之万方程展开表示[12,15]： 

 [ ]101 ,x),tcos(Ax)t()t(xex)x(cx
dt

)t(dx
∈⋅−+−−−= ωηξ  （3） 

上式中 ( )tξ 和 ( )tη 都是高斯色噪声，其统计性质[16]如下： 
 ( ) ( ) 0== tt ηξ  （4） 
 

( ) ( )










 ′−
−=′

11 ττ
ξξ

tt
expQtt

 （5） 

 
( ) ( )











 ′−
−=′

22 ττ
ηη

tt
expDtt

 
（6）

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ，










 ′−
−′=′

33 ττ
λ

ηξξη
tt

exp
DQ

tttt
 （7） 

上式中，Q 和 D 分别表示了乘性噪声强度（外部环境涨落对系统的影响）和加性噪声强度（内部因素涨

落对系统的影响）， 1τ 是乘性噪声的自关联时间， 2τ 是加性噪声的自关联时间， 3τ 是加性噪声和乘性噪声

的交叉关联时间。λ 是噪声 ( )tξ 和 ( )tη 之间的交叉关联强度。在 01 <<− λ 时，噪声之间为负关联；在 10 << λ

时，则反之为为正关联。朗之万方程关于 x 的确定势为： 
 ( ) ( ) 22

32
1 xcxcexV +−=  （8） 

2.2 稳态概率分布函数及平均灭绝时间 
为了推导出满足朗之万方程（3）的概率分布演化方程，我们采用如下代换方式： 

 ( ) )tcos(Axexxcx)x(f ω⋅−−−= 1  （9） 
 x)x(g −=1  （10） 
 12 =)x(g  （11） 
 ( )tcosAx)x(g ⋅⋅−= ω3  （12） 

那么，方程（3）可变形成： 
 ( )xg)t()x(g)t()x(g)x(f

dt
dx

321 +++= ηξ  （13） 
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依照刘维方程[18]我们得出下式： 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )t,xtxgtxgxf

xt
t,x

ρηξ
ρ

21 ++
∂
∂

−=
∂

∂
 （14） 

若 
 ( ) ( )( )xtxt,xP −= δ  （15） 

那么我们对以上公式进行系统平均，可得： 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )xtxtxg
x

xtxtxg
x

t,xPxf
xt

t,xP
−

∂
∂

−−
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂

∂
δηδξ 21  （16） 

根据 Novikov 定理[9]以及统一噪声近似[10]，我们得到相应的 Fokker-Planck 方程： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t,xPxB
x

t,xPxA
xt

t,xP
2

2

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂

∂  （17） 

在以上公式中， )x(A 和 )x(B 分别为： 
 ( ) ( ) 31 AxAxfxA −+=  （18） 

 ( ) 23
2

1 2 AxAxAxB +−=  （19） 

在 17 公式和 18 公式中 1A ， 2A ， 3A 表示如下： 

 
( )ce
QA

−−
=

1
1 1 τ

 
（20） 

 
( )ce
DA

−−
=

2
2 1 τ

 
（21） 

 
( )ce
DQ

A
−−

=
3

3 1 τ
λ

 
（22） 

在定态函数下求解，得概率分布函数为： 
 ( ) ( ) ( )[ ]xUexp

xB
NxPst =  （23） 

 ( ) ( )
( ) xd
xB
xAxU

x
′

′
′

= ∫  （24） 

在这个式子里面 N 是积分常数， )(xU 是系统修正势函数，计算得 )(xU 的表达式为： 
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（25） 

其中： 
 







 −′−

=

c
ef

QH
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1
τ

 
（26） 
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为研究问题的方便，取 ττττ === 321 作为系统的关联时间。 
在生态系统的非线性动力学研究中，复合种群的持续性阈值问题具有重要理论价值。当考虑环境随机性

时，种群动态可建模为双稳态随机动力系统：稳定平衡态 x 、s 表征物种在栖息斑块中的持续存在状态，灭

绝态 0x 则对应生态位的完全丧失。这两个状态在相空间中构成两个势阱，其间的势能壁垒高度决定了系统

状态跃迁的难易程度。从生态保护的角度，物种持续存活时间被定义为从最大栖息斑块占有率到完全灭绝的

时间间隔 exT 。而依据统计物理的理论框架，该时间参数等价于系统从概率分布函数 )x(Pst 的极大值点 0x 出

发，首次到达零点所经历的时间期望值 )x(T 00 → 。这一对应关系在已有文献中已建立严格的数学证明，故

可采用逃逸时间的计算模型来精确估计生态系统的存续周期。该方法通过建立生态过程与物理系统的动力

学类比，为定量预测种群灭绝风险提供了跨学科的研究范式。特别是在气候变化导致生境破碎化的背景下，

该模型能有效评估不同保护策略对物种续存时间的调控作用，故我们用平均首次通过时间衡量灭绝时间，可

得灭绝时间的精确表达式[17]为： 
 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ 







=→ dyyP

xPxB
dxxT sty

st

xs 1
00 0  （29） 

式中， 00 =x 时表示系统的不稳态， )xx(T s 0→ 则表示集合种群从稳定态 sx 过渡到灭绝态 0x 所需的平

均时间。由于上式的处理有一定难度，故而Q 和 D 很小且远小于势垒 )x(U)x(U)x(U s−=∆ 0 时使用最快下降

法，得到平均首通时间的表达式为： 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )[ ]0
0

0
2 xUxUexp

xVxV
xxT s

s
s −

′′′′
=→

π  （30） 

式中， )x(V 和 )x(U 分别由（8）式和（25）式组成。 
3 噪声对种群稳定性的影响 
根据（23）式做出稳态概率分布函数 )x(Pst 作为 x 的函数，分别以乘性噪声强度Q（外部环境涨落对系

统的影响）和加性噪声强度 D （内部因素涨落对系统的影响）作为参数的图像。 

 

图 1  系统修正势函数 ( )U x 0.7, 0.5, 0.5, 9, 0.5, t 0.1, 0.01c e D Qλ τ= = = − = = = =  
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根据（20）式做出稳态概率分布函数 )x(Pst 作为 x 的函数，绘制出以加性噪声强度 D（内部因素涨落对

系统的影响）作为参数的图像，如图 2 所示。从图中可以看出，随着加性噪声强度 D（内部因素涨落对系统

的影响）的增大， )x(Pst 峰值的位置逐渐增大。这一现象说明，在其余参数保持不变的情况下，随着 D 值的

增大，系统在正区间内的极大值部分明显增强，稳态概率分布函数的结构 )x(Pst 随之发生变化，表明内部噪

声对系统结构的变化具有重要影响。 

 

图 2  稳态概率分布函数因加性噪声 D 的变化 01032503 .,c,e,.,Q ===== τλ  

从图 2 和图 3 可知，加性噪声强度 D 与乘性噪声强度Q 对系统稳态概率分布 )x(Pst 的影响并非独立存

在，而是存在一定关系。以乘性噪声强度Q（外部因素涨落对系统的影响）作为参数时其大致走势与图 2 大

致相同，具体图像如下：乘性噪声强度Q（如环境中资源波动、气候随机变化等带来的“噪声”影响）强度

不同，种群数量的概率分布不同。乘性噪声Q 越强时，稳态概率分布函数 )x(Pst 的峰值越大。种群数量分布

可能更分散，出现极端数量（过多或过少）的概率增加；反之乘性噪声Q 越弱时，种群数量分布更集中在某

一合理区间，生态系统相对稳定。简而言之，随着 D 增大，分布峰值右移，系统更倾向于处于高数值状态；

而Q 的增大则使分布更为分散，极端状态出现的概率增加。综合来看加性噪声强度 D 与乘性噪声强度Q 对

种群概率分布的影响有着不同的作用，但这些图都有助于进行针对性调控，对如何在生态中营造稳定环境等

来保障生态系统的良好运作提供一定理论指导。 

 

图 3  稳态概率分布函数因乘性噪声Q 的变化 6, 0.7, 2, 3, 0.01, 0.01D e c tλ τ= = = = = =  



付燕，刘晓彤，谢蓉青，李嘉欣，朱思琪，王国威                     关联色噪声作用下集合种群模型中的统计性质研究 

- 12 - 

 

图 4  稳态概率分布函数因交叉关联强度 λ 的变化 2.3, 7, 2, 3, 10, 0.1Q D e c t τ= = = = = =  

以噪声 )t(ξ 和 )t(η 之间的交叉关联强度λ 作为参数时，稳态概率分布函数的图像如图 4 所示。研究结

果表明，噪声关联强度λ的变化会导致 )x(Pst 结构发生变化，且在适当参数下出现峰值。根据图 4 可看出，

当 λ 处于 7040 .. − 时，函数在负区间内有较高的初始概率分布值，后续在正区间形成峰值。在此种交叉关联

强度下，随着λ 的增大，峰值逐渐变小且曲线整体趋于“紧凑”，由此说明随着 λ 变化，集合种群的数量出

现在该位置上的概率在增加，因此可以推断出集合种群的种群状态倾向于处于较高占有率状态。值得关注的

是，当交叉关联强度 70.=λ 时，峰值相较 60.=λ 时数值增大。上述结果表明交叉关联强度λ可能与种群的稳

定性或是种群的内在调节强度等有一定关联。 

  
8100101245050 0 .x,x,.t,c,e,.,.Q)a( s ======= λ  ( ) 0.5, 2, 1, 0.01, 0.1b Q e c t τ= = = = =  

图 5  平均首通时间随加性噪声强度 D 的变化 

图 5 给出了平均首通时间随加性噪声强度的变化图像。从图 5（a）可以看出，随着关联时间τ 的增大，

曲线峰值呈现出上升趋势，这表明首通时间随着关联时间的延长而增加，进而导致种群稳定性的提升。尽管

如此，关联时间τ 的变化对种群动态的影响并不显著。然而，当加性噪声强度 D 增加时，拥有较高τ 值的种

群，其首通时间呈现出更急剧的下降趋势。 
从图 5（b）可以看出，在交叉关联强度λ值较低的情况下，曲线峰值不仅更高，而且向右侧移动，同

时曲线的跨度也显著增大，这一现象揭示了低周限增长种群对加性噪声强度 D 变化的高度敏感性。具体而

言，在加性噪声强度 D 较小时，种群的首通时间处于一个稳定态。相反，在加性噪声强度 D 较大时，由于集

合种群内部因素的快速波动，以及噪声关联强度的增加，首通速度变快。 
上述结果表明，种群动态受多种因素的综合影响，其中关联时间τ 、噪声强度 D 和关联强度λ值的相互
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作用对种群的稳定性和扩散速度具有关键性的调控作用。通过深入理解这些参数之间的关系，可以更准确地

预测和调控种群的动态变化，这对于生态保护和资源管理具有重要意义。 

  
810400101210 0 .x,x,.Q,.t,c,e,.)a( s =======τ  810520101210 0 .x,x,.D,.t,c,e,.)b( s =======τ  

图 6  平均首通时间随噪声关联强度 λ 的变化 

基于关联强度不同的前提，通过改变噪声强度的数值，对平均首通时间随噪声关联强度的变化关系进行

研究，其结果如图 6 所示。从图 6 可以看出，平均首通时间从整体趋势来看呈现出一种单峰态势。具体而

言，随着关联强度λ的变化，平均首次通过时间T 被显著影响。平均首次通过时间T 随着λ 的变化先出现快

速上升的趋势，当达到峰值之后便会骤然下降。这一现象明确地表明，在种群生态的系统中存在着一个临界

区间。在这个特定的区间内，即使λ发生极其微小的变动，都有可能引发T 出现剧烈的波动，这充分凸显出

该临界区间在种群生态动态平衡中的关键性和敏感性。 
从图 6（a）可以看出，加性噪声强度 D 的取值大小对平均首通时间有着明显的影响。如果 D 的取值越

大，平均首通时间T 的峰值变得越高，同时峰值区间却越发狭窄。这意味着当种群内部的影响程度增强时，

种群在临界区间内的“首通效率”差异会被进一步放大，显示出内部因素涨落对种群动态变化的深刻影响。 
从图 6（b）可以看出，当乘性噪声强度Q 的取值越小，平均首通时间T 的峰值不仅变得更高，而且整

体的波动也表现得更加剧烈。这一结果进一步强调了不同参数在种群生态系统中各自独特且重要的作用，它

们共同影响着种群的发展和变化。上述结论表明参数之间的相互关系及其对种群生态的影响，为深入理解种

群动态变化提供了宝贵的视角和重要的依据，有助于在相关领域的研究和实践中做出更准确的判断和决策。 

  

81052010
121040

0 .x,x,.D,.t
c,e,.,.Q)a(

s ====
==== τ

 
81052010

1210450

0 .x,x,.D,.t
c,e,.,.)b(

s ====
==== τλ

 

图 7  平均首通时间随噪声关联时间τ 的变化 
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图 7 给出了平均首次通过时间 )xx(T s 0→ 随着噪声关联时间τ 的变化曲线。从图 7 可以看出，平均首

次通过时间出现一个显著的极大值点，这一极大值的动态变化与不同变量的调整紧密相关，展现出一种复杂

的响应模式。从图 7（a）可以看出，当噪声关联强度 λ 的取值逐渐增加时， )xx(T s 0→ 的极大值点呈现出明

显的左移趋势，同时其峰值高度也在不断增加。上述变化揭示了λ值与极大值之间存在的非线性关系。然而，

在 λ 达到特定阈值时（ 50.=λ ），峰值却出现了降低。这一反常现象表明，在 50.=λ 时，系统内部可能发生

了某种机制性的转变，导致峰值响应遭到抑制。 
图 7（b）给出了不同加性噪声强度Q 下，平均首次通过时间T 随τ 变化的规律。从图 7（b）可以看出，

三条曲线均呈“先增后减”的单峰形态。当Q 减小时（ 30.Q = ），T 的峰值显著升高，曲线更陡峭；当Q 增

大时，峰值逐步降低，曲线趋于平缓，峰值对应τ 略有右移。噪声强度越弱，平均首次通过时间T 对τ 变化

越敏感（峰值高、变化陡）；噪声越强，敏感性越低（峰值低、变化缓）。上述图像的变化不仅反映了变量

间的相互作用，还反映了极大值点的动态变化和峰值的变化，它们的多样的变化，为理解物种稳态改变的机

制提供了有效途径。 
4 结论与总结 
基于 Levins 模型以及对 Fokker-Planck 方程的研究，分析了不同参数对系统的稳态概率分布函数 )x(Pst

及首次通过时间 )xx(T s 0→ 的影响，研究结论总结如下： 
加性噪声强度 D 、乘性噪声强度Q 、交叉关联强度λ影响着系统稳态概率分布 )x(Pst ，并且随着稳态值

x 的增加，种群分布图均会呈现一个峰值。 
平均首次通过时间 )xx(T s 0→ 作为加性噪声强度 D 的函数，随着噪声关联时间τ 与交叉关联强度λ 的

变化呈现出相同的变化趋势。平均首次通过时间 )xx(T s 0→ 作为交叉关联强度λ的函数，随着加性噪声强

度 D 的变化出现较为剧烈的波动，且随着乘性噪声强度Q 的影响呈现差异巨大的改变区间。平均首次通过

时间 )xx(T s 0→ 作为噪声关联时间τ 的函数，随着交叉关联强度λ的影响出现特定阈值。 
上述研究结果，有助于研究不同条件对集合种群系统稳定性的影响。通过对稳态概率分布与首通时间的

分析，可进一步明确种群适宜的内外环境涨落范围，以及适宜的关联强度与作用时间。这不仅能为调整物种

间的稳态关系提供更明确方向，为分析生态环境中物种的变化情况提供理论依据，还能为物种保护提供一定

指导意义。 
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